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6. Многомерная минимизация при наличии ограничений
6.1. Линейное программирование

Задача минимизации функции n переменных ((x( ( (x1,…, xn( на некотором множестве Х 
[image: image481.bmp] Еn  не совпадающая со всем пространством Еn и заданном с помощью ограничений (равенств и неравенств) на координаты хj (j = 1:n) точки х((n  называется задачей математического программирования и в общем виде записывается:
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Математическое программирование − это область математики, разрабатывающая теорию и численные методы решения многомерных задач с ограничениями, т.е. задач на экстремум функции многих переменных с ограничениями на область изменения этих переменных.

Частным случаем этих задач, в которых отыскивается минимум или максимум некоторой линейной функции и ограничения представляются в виде равенств и неравенств, все переменные хj удовлетворяют условию не отрицательности хj ( 0 (j = 1:n) являются задачи линейного программирования (ЛП).
Основные идеи линейного программирования возникли во время второй мировой войны в связи с поиском оптимальных стратегий при ведении военных операций и в дальнейшем были использованы для решения многих задач из области управления, торговли и техники. В частности, линейное программирование широко используется для проектирования радиоэлектронных средств и систем, конструкций и технологических процессов производства радиоаппаратуры.

При проектировании радиоэлектронных средств целевая функция будет характеризовать качество работы, стоимость аппаратуры либо иные характеристики, зависящие от параметров составляющих компонентов, оптимальные значения которых в результате решения задачи необходимо найти. Ограничения  представляют собой систему соотношений, сужающих допустимую область изменения параметров компонентов при решении задач оптимизации.

Линейное программирование представляет собой наиболее часто используемый метод оптимизации (74( от общего числа применяемых оптимизационных методов).

6.1.1. Постановка задач линейного программирования

Задача линейного программирования формулируется следующим образом.

Среди точек х = (х1,…, хn)((n, удовлетворяющих    ограничениям:
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принимает минимальное значение, и определить это значение. Это общая или произвольная форма записи.

Отметим, что в условии задачи линейного программирования могут содержаться неравенства и противоположного, чем в (6.2), знака, однако такие неравенства легко сводятся к виду (6.2) умножением на − 1.

Если в условии задачи линейного программирования не содержаться ограничения − равенства (6.1), то эта форма записи называется симметричной или стандартной.

Если в условии задачи линейного программирования не содержаться ограничения − неравенства (6.2), то есть в (6.1) l = m, то она называется задачей линейного программирования в каноническом (основном) виде.
Ограничения – неравенства 
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преобразуются в ограничения-равенства путем прибавления (вычитания) к левым частям дополнительных (балансовых) переменных хn+i  ≥ 0, i = 1: k. Ограничения − неравенства (6.2) можно записать в виде равенств:
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Таким образом, любая задача линейного программирования может быть записана в каноническом виде:

f(x) =
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xj ≥ 0, j = 1:n.                                                                       (6.6)
Если переменная хn не подчинена условию неотрицательности, то ее следует заменить двумя неотрицательными переменными 
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Часто используется векторная запись задачи (6.3)…(6.5):
                                         f(x) = (c,x)
[image: image16.wmf]®
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Ax = b,      

                                                 (6.7)
                                            х ≥ 0,
где х = (х1,…, хn)Т – вектор независимых переменных, с = (с1,…, сn)Т – вектор коэффициентов целевой функции из (6.3), А = (аij) – прямоугольная матрица размера m(n, b = (b1,…, bm)Т – вектор правых частей (ограничений) системы (6.4), а х ( ( − краткая запись условий неотрицательности (6.3).

Ограничения вида хj ≥ 0 или хj ( ((  или dj ( xj ( pj (двусторонние ограничения) для всех или некоторых j (j ( (:n( называют прямыми ограничениями на переменные. Методы решения задач линейного программирования построены, как правило, с учетом вида прямых ограничений.

Обозначив 
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аij  xj = gi(x), условимся ограничение gi(x) ( 0 называть активным в точке x0, если это неравенство при x = x0 обращается в равенство, т.е. если gi(x0) = 0 . В случае строгого неравенства gi(x0) < 0 данное ограничение называют неактивным в точке x0. На рис. 6.1 изображены точка x0 , в которой оба ограничения активны, и точка х(, в которой оба ограничения неактивны.
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Рис. 6.1. Графическая иллюстрация активного и неактивного ограничений

Задача линейного программирования, которая имеет допустимые решения (т.е. система ограничений совместна) называется допустимой; задача с несовместной системой ограничений – недопустимой.

Совокупность чисел х = (х1,…, хn), удовлетворяющих ограничениям задачи (6.1)…(6.2), называется допустимым решением (или планом).

План х* = (х1*,…, хn*), при котором целевая функция задачи (6.1)…(6.3) принимает свое минимальное (максимальное) значение, называется оптимальным.

Задача математического программирования может иметь не один оптимальный план. Значение целевой функции при любом из оптимальных планов называется оптимумом задачи математического программирования.

Чтобы имело смысл говорить об отыскании оптимального плана задачи система (6.1)…(6.3) должна быть совместна и иметь не единственное неотрицательное решение. Это возможно в случае, если ранг r системы (число линейно независимых уравнений) меньше числа неизвестных n (r ( n),  при r = n – система допускает единственное решение, и вопрос о выборе оптимального решения отпадает. Случай r ( n вообще невозможен.

Пример 6.1. Привести к канонической форме следующие задачи линейного программирования:

а) f(x) = 6х1 + 5х2  
[image: image18.wmf]®
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Решение. Заменяем функцию f(x) на 
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. Из левых частей ограничений типа ≥ вычитаем неотрицательные переменные х3, х4, ,х5, к левым частям ограничений типа ≤ прибавляем неотрицательные переменные х6, х7. Получаем модель задачи в канонической форме:
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б) f(x) = 2х1 − 3х2  + 5х3 − х4 
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Решение. Эта задача не является канонической из-за того, что не от всех переменных требуется неотрицательность. Представим переменные х2, х4 в виде разностей 
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. Подставляя эти разности в значение функции и ограничения, получим каноническую задачу:
f(x) = 2х1− 3(
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6.1.2. Метод исключения переменных
Пусть дана задача линейного программирования в канонической форме

f(x) = 
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xj  ≥ 0, j = 1:n,
где число переменных на два больше числа ограничений − равенств, т.е. n - m = 2, причем ранг матрицы А = m. Тогда две переменные в указанной системе уравнений, скажем х1 и х2, являются свободными, т.е. через них можно выразить все остальные переменные:
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где 
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− некоторые числа. Подставляя эти выражения в целевую функцию, получаем

                                     f = γ1х1 + γ2х2 +δ,                                             (6.10)
где γ1, γ2, δ − некоторые числа.
Рассмотрим задачу линейного программирования с двумя переменными:

f = γ1х1 + γ2х2 → max,
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Используя геометрические построения, находим ее решение (
[image: image37.wmf]**
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). Подставляя эти числа в (6.9), (6.10), получаем решение и значение исходной задачи (6.8).
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Пример 6.2.  Используя графический метод, найти решение

                 ((х( ( (х1 ( (х2 ( min,

                 х1+(х2  ( (,

                 2х1+х2  ( 8,

                     х2  ( 3,

                     х1, х2 ( 0.
Рис. 6.2. Допустимое  множество задачи 6.2
Решение. Изобразим на плоскости (х1, х2) допустимое множество ( данной задачи (многоугольник  ABCDE, рис. 6.2) и одну из линий  уровня  -х1 -2х2 = - 3 целевой функции ((х(. Направление убывания  ((x)  указывает  вектор  l = (1,2). Совершая параллельный перенос линии уровня вдоль направления  l, находим  ее крайнее положение. В этом положении прямая  -х1 - 2х2 = - 3 проходит через сторону CD полиэдра ABCDE. Таким образом, все точки отрезка CD являются точками минимума функции ((х( на множестве X. Так как концы C и D этого отрезка имеют координаты (1,3) и (3,2) соответственно, то любая точка минимума функции ((х( представима в виде
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где 
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. Минимальное значение целевой функции (*= ((х*) = –7.
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[image: image41.wmf]Пример 6.3. Решить графическим методом задачу линейного программирования:
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Рис. 6.3. Неограниченное многоугольное множество

Решение. Допустимое множество этой задачи представляет собой неограниченное многоугольное множество (рис. 6.3). Функция f(x) убывает в направлении l = (1,2). При параллельном переносе линии уровня 
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 вдоль направления l она всегда пересекает множество Х, а целевая функция f(x) неограниченно убывает. Поэтому рассмотренная задача не имеет решений.
Пример 6.4.  Найти максимальное значение функции
f(x) = -16x1 - x2 + x3 + 5x4 + 5x5
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Решение. В отличие от рассмотренных выше задач в исходной задаче ограничения заданы в виде уравнений. При этом число неизвестных равно пяти. Поэтому данную задачу следует свести к задаче, в которой число неизвестных было бы равно двум. В рассматриваемом случае это можно сделать путем перехода от исходной задачи, записанной в форме основной, к задаче, записанной в форме стандартной.

Из целевой функции исходной задачи исключаем переменные x3, x4, x5  с помощью подстановки их значений из соответствующих уравнений системы ограничений. Получаем постановку задачи в стандартной форме:
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f(x) = 2x1 + 3x2,
при условиях:
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Построим многоугольник решений полученной задачи (рис. 6.4). Как видно из рис. 6.4., максимальное значение целевая функция задачи принимает в точке С пересечения прямых I и II. Вдоль каждой из граничных прямых значение одной из переменных, исключенной при переходе к соответствующему неравенству, равно нулю. Поэтому в каждой из вершин полученного многоугольника решений последней задачи по крайней мере две переменные исходной задачи принимают нулевые значения. Так, в точке С  имеем x3 = 0 и x4 = 0. Подставляя эти значения в первое и второе уравнения системы ограничений исходной задачи, получаем систему двух уравнений
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решая которую, находим   x1* = 3, x2* = 4.

Подставляя найденные значения x1 и x2 в третье уравнение системы ограничений исходной задачи, определяем значение переменной x5  равное 14.

Следовательно, оптимальным планом рассматриваемой задачи является x* = (3; 4; 0; 0; 14). При этом плане значение целевой функции есть 
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6.1.3. Двойственность в линейном программировании

Каждой задаче ЛП можно поставить в соответствие другую задачу ЛП, называемую двойственной. Их совместное изучение составляет предмет теории двойственности, являющейся  важным разделом линейного программирования. Более эффектной теория двойственности является в тех случаях, когда двойственная задача решается проще, чем прямая.
Для удобства выпишем еще раз общую задачу ЛП: 

f(x)=
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xj ( (, j = 1: l.
Двойственной к задаче (6.11) называется следующая задача:
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При этом задача (6.11) называется прямой.
Переход к двойственной задаче удобно осуществлять с помощью табл. 6.1.

Таблица 6.1.
 Таблица перехода к двойственной задаче
                         х1≥0            …       хl≥0 хl+1                           …              хn
	y1≥0

.

.

.

yk≥0
yk+1

.

.

.

ym
	а11                        …           а1s       а1,s+1                …                    а1n
аk1                 …          аkl     аk,l+1                …                     аkn
аk+1, 1              …       аk+1,l   аk+1,l+1                                       аk+1,n
.

.

.

am1                 …        aml      am,l+1                …                     amn
	≤
≤

=

=
	b1

.

.

.

bk
bk+1

.

.

.

bm

	                ≥                   …          ≥      =                      …                     =
	
	

	
	с1                 …        cl      cl+1                    …                     cn
	
	


Для построения двойственной задачи необходимо пользоваться следующими правилами:

1) если прямая задача решается на максимум, то двойственная – на минимум, и наоборот;
2) в задаче на максимум ограничения – неравенства имеют смысл ≤, а в задаче минимизации – смысл ≥;
3) каждому ограничению прямой задачи соответствует переменная двойственной задачи, и наоборот, каждому ограничению двойственной задачи соответствует переменная прямой задачи;
4) матрица системы ограничений двойственной задачи получается из матрицы системы ограничений исходной задачи транспонированием;
5) свободные члены системы ограничений прямой задачи являются коэффициентами при соответствующих переменных целевой функции двойственной задачи, и наоборот;
6) если на переменную прямой задачи наложено условие не отрицательности (≥), то соответствующее ограничение двойственной задачи записывается как ограничение – неравенство, если же нет, то, как ограничение равенство;
7) 7) если i-e ограничение исходной задачи является неравенством, то i –я переменная двойственной задачи yi ( 0. Если же i-е ограничение есть уравнение, то переменная yi может принимать как положительные, так и  отрицательные значения, т.е. условие неотрицательности не налагается.

Сначала в таблицу заносится вся информация о прямой задаче: значения параметров aij, bi, и сj, знаки неравенств или равенств в ограничениях (справа), условия неотрицательности соответствующих переменных (сверху). Затем каждой i-й строке (i-му ограничению прямой задачи) ставится в соответствие двойственная переменная yi, на которую накладывается условие неотрицательности, если справа в этой строке стоит знак неравенства. Внизу проставляются знаки неравенства или равенства в зависимости от того, наложено или не наложено условие неотрицательности на соответствующую переменную прямой задачи. После этого двойственная задача «считывается» путем умножения вектора у = (yi) на столбцы матрицы А = (аij) и вектор b = (bi).

В табл. 6.2 указаны прямая и двойственная задачи в наиболее важных частных случаях.

Таблица 6.2
 Формы записи прямой и двойственной задач

	Форма записи прямой задачи ЛП
	Форма записи соответствующей двойственной задачи ЛП

	Основная: <c,x> 
[image: image54.wmf]®

max,

Ax ≤ b, x ≥ 0
	Каноническая: : <b,y> 
[image: image55.wmf]®

min,

yA = c, y ≥ 0

	Стандартная: <c,x> 
[image: image56.wmf]®

max,

Ax ≤ b, х ≥ 0
	Стандартная: <b,y> 
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min,

yA ≥ c, y ≥ 0

	Каноническая: c,x> 
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max,

Ax = b, х ≥ 0
	Основная: <b,y> 
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min,

yA ≥ c


Теорема 6.1. Задачи (6.11) и (6.12) взаимодвойственны, т. е. двойственной к задаче (6.12) является задача (6.11).

Ниже под Х и У понимаются допустимые множества задач (6.11) и (6.12) соответственно.

Теорема 6.2. Для любых х(Х и y(Y выполняется неравенство 
<с, х> ( <b, у>.

    Теорема 6.3. Пусть х*( X, у*( Y. Тогда

1) если

<с, х*> = <b,у*>,                                                       (6.13)

то х* есть решение задачи (6.11), а у* — решение задачи (6.12);

2) равенство (6.13) равносильно совокупности условий 
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Равенство (6.13) принято называть соотношением двойственности, условия (6.14), (6.15) — условиями дополняющей нежесткости.

Теорема 6.4 (теорема двойственности). Прямая задача (6.11) имеет решение в том и только том случае, если двойственная задача (6.12) имеет решение; при этом значения данных задач совпадают, т. е. для любых их решений х* и у* выполнено соотношение двойственности (6.12).

При практическом применении теории двойственности особенно полезным является следующее утверждение, непосредственно вытекающее из теорем 6.3 и 6.4.

Теорема 6.5 (о дополняющей нежесткости). Точки x*(  Х и у*(  Y  являются решениями взаимодвойственных задач (6.11) и (6.12) соответственно в том и только том случае, если выполняются условия (6.14), (6.15).

Итак, взаимодвойственые задачи ЛП имеют или не имеют решения одновременно. Следующая теорема  показывает, что уже по их допустимым множествам можно отличить первый случай от второго.

Теорема 6.6. Если допустимые множества взаимодвойственных задач (6.11) и (6.12) непусты, то обе они имеют решение. Если же только у одной из них допустимое множество непусто, то ее значение бесконечно, т. е.
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Пример 6.5.  Построить задачу двойственную к следующей задаче ЛП.

17х1 - 5 х2 + х3+ х4  - 8х5
[image: image65.wmf]®

max,
3х1  - х2 - х3 + 4х4 + 7х5 ≤11,
х1 - 5 х2 - 7х3 + х4 + 2х5 ≥-8,
х1 + х2 + х3 + 3х4 – х5=4,
х1 ≥ 0, х4 ≥ 0.

Решение. Составим таблицу перехода к двойственной задаче (табл. 6.3).

Отсюда получаем ответ:

Таблица 6.3
 Таблица перехода к двойственной задаче
                                    х1≥0         х2                х3           х4≥0           х5
	y1 ≥0

y2 ≥0

y3
	 3                -1            -1          4                  7

-1                5              7          -1                -2

 1                 1              1           3                -1
	≤

≤

=
	11

8

4

	
	≥                  =             =            ≥                =
	
	

	
	17              -5               1           1                -8
	
	


11y1 +8y2 + 4y3 
[image: image66.wmf]®

 min,

3y1 - y2 + y3 ≥17,
-y1 + 5y2 + y3 = -5,
-y1 + 7y2 + y3 =1,
4y1 - y2 + 3y3 ≥1,
7y1 - 2y2 - y3= -8,
y1≥0, y2 ≥0.
6.1.4. Геометрическая интерпретация двойственных задач

 Если число переменных в прямой и двойственной задачах, образующих данную пару, равно двум, то, используя геометрическую интерпретацию задачи линейного программирования, можно легко найти решение данной пары задач. При этом имеет место один из следующих трех взаимно исключающих друг друга случаев:

 1) обе задачи имеют планы;

 2) планы имеет только одна задача;

 3) для каждой задачи двойственной пары множество планов пусто.

Пример 6.6. Найти решение двойственной пары задач:

· исходная задача:

f(x) = -2x1 - 3x2 ( min,
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x1, x2 ( 0;

· двойственная задача:

       




          f(y) = 4y1+6y2  ( max,
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            y1, y2 ( 0.

Решение. Как исходная, так и двойственная задача содержат по две переменные. Поэтому их решение находим, используя геометрическую интерпретацию задачи линейного программирования (рис. 6.5 и 6.6). Из рис. 6.5. видно, что исходная задача не имеет оптимального плана из-за неограниченности снизу ее целевой функции на множестве допустимых решений.
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Из рис. 6.6. следует, что двойственная задача не имеет планов, поскольку многоугольник решений ее пуст. Это означает, что если исходная задача двойственной пары не имеет оптимального плана из-за неограниченности на множестве допустимых решений ее целевой функции, то двойственная задача не 
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имеет планов.

6.2.Симплексный метод

6.2.1. Геометрическая интерпретация симплексного метода

Выше рассмотрены основные теоремы линейного программирования, из которых следует, что если задача линейного программирования имеет оптимальное решение, то оно соответствует хотя бы одной точке многогранника решений и совпадает, по крайней мере, с одним из допустимых базисных решений системы ограничений. Там же был указан путь решения любой задачи линейного программирования: перебрать конечное число допустимых базисных решений системы ограничений и выбрать среди них то, на котором функция цели принимает оптимальное решение. Геометрически это соответствует перебору всех угловых точек многогранника решений. Такой перебор, в конце концов, приведет к оптимальному решению (если оно существует), однако его практическое осуществление связано с огромными трудностями, так как для реальных задач число допустимых базисных решений хотя и конечно, но может быть чрезвычайно велико.


Число перебираемых допустимых базисных решений можно сократить, если производить перебор не беспорядочно, а с учетом изменений линейной функции, т. е. добиваясь того, чтобы каждое следующее решение было «лучше» (или, по крайней мере, не хуже), чем предыдущее, по значениям линейной функции (увеличение ее при отыскании максимума 
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, уменьшение – при отыскании минимума
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Такой перебор позволяет сократить число шагов при отыскании оптимума. Поясним это на графическом примере.


Пусть область допустимых решений изображается многоугольником ABCDEGH (рис. 6.10). Предположим, что его угловая точка А соответствует исходному допустимому базисному решению. При беспорядочном переборе пришлось бы испытать семь допустимых базисных решений, соответствующих семи угловым точкам многоугольника. Однако из чертежа видно, что после вершины А выгодно перейти к соседней вершине В, а затем к оптимальной точке С. Вместо семи перебрали только три вершины, последовательно улучшая линейную функцию.


Идея последовательного улучшения решения легла в основу универсального метода решения задач линейного программирования- симплексного метода (лат. simplex – простой, простейший выпуклый многогранник в n-мерном пространстве с n+1 вершиной, например, тетраэдр в 3-мерном пространстве).

Геометрический смысл симплексного метода состоит в последовательном переходе от одной вершины многогранника ограничений (называемой первоначальной) к соседней, в которой линейная функция принимает лучшее (по крайней мере, не худшее) значение (по отношению к цели задачи) до тех пор, пока не будет найдено оптимальное решение – вершина, где достигается оптимальное значение функции цели (если задача имеет конечный оптимум).
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Рис. 6.7. Область допустимых решений


Впервые симплексный метод был предложен американским ученым Дж. Данцигом в 1949 г., однако, еще в 1939 г. идеи метода были разработаны российским ученым Л. В. Канторовичем.


Симплексный метод, позволяющий решить любую задачу линейного программирования, универсален. В настоящее время он используется для компьютерных расчетов, однако несложные примеры с применением симплексного метода можно решать и вручную.


Для реализации симплексного метода – последовательного улучшения решения – необходимо освоить три основных элемента:

· способ определения какого-либо первоначально допустимого базисного решения задачи;

· правило перехода к лучшему (точнее не худшему) решению;

· критерий проверки оптимальности найденного решения.

Для использования симплексного метода задача линейного программирования должна быть приведена к каноническому виду, т.е. система ограничений должна быть представлена в виде уравнений.

6.2.2. Симплексные таблицы

Пусть задача линейного программирования записана в каноническом виде в векторной записи
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Считаем, что матрица А размера m×n, m < n, имеет ранг, равный m. Тогда система уравнений (6.17) совместна и имеет бесчисленное множество решений.


Из курса линейной алгебры известна процедура получения общего решения системы (6.17) методом последовательных исключений Жордана – Гаусса.


Выберем какой-нибудь базисный минор (т.е. минор порядка m, отличный от нуля) матрицы А. Для определенности будем считать, что он соответствует первым m столбцам матрицы А. Назовем переменные x1, …, xm − базисными, а остальные переменные xm+1, …, xn − свободными. При выборе базисных переменных на первом шаге достаточно воспользоваться следующим правилом: в качестве базисных переменных следует выбрать (если возможно) такие m переменных, каждая из которых входит только в одно из m уравнений системы ограничений, при этом нет таких уравнений системы, в которые не входит ни одна из этих переменных.


Выполним элементарные преобразования строк расширенной матрицы системы (А/b) так, чтобы в первых m столбцах располагалась единичная матрица. В результате получим следующую систему уравнений, эквивалентную исходной:
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Тогда общее решение системы уравнений (6.17) запишется следующим образом:
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где свободные переменные 
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 могут принимать произвольные значения.


Положив их равными нулю, получим частное решение:
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которое называется базисным решением этой системы.


Если все компоненты  базисного решения (6.21) удовлетворяют условию неотрицательности, т.е. если 
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, то такое решение называют допустимым базисным решением системы (6.17) или угловой точкой допустимого множества Е задачи линейного программирования (6.16)…(6.18). Если среди неотрицательных чисел 
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 в (6.21) есть равные нулю (
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), то допустимое базисное решение называется вырожденным (вырожденной угловой точкой), а соответствующая задача линейного программирования также называется вырожденной, а в противном случае (
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В основе симплекс – метода лежит следующий факт: 

Если задача линейного программирования (6.16)…(6.18) разрешима, то минимум целевой функции f(x) из (6.16) достигается хотя бы в одной из угловых точек допустимого множества X этой задачи.


Каждому выбору m базисных переменных системы (6.17) соответствует свое базисное решение. Поэтому число базисных решений (угловых точек) равно числу всевозможных базисных миноров матрицы А, т.е. не превосходит 
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Предположим что задача линейного программирования (6.16)…(6.18) является невырожденной, а базисное решение (6.21) – допустимым.


Выразим целевую функцию задачи (6.16)…(6.17) через свободные переменные решения (6.21). Для этого подставим выражения базисных переменных через свободные из (6.20) в равенство (6.16):
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где 
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Величина pj называется относительной оценкой небазисных переменных (xm+1,…, xn). Если pj < 0, то можно добиться уменьшения значения целевой функции f, вводя переменную xn в базис. 

Для получения промежуточного допустимого базисного решения симплекс–метод превращает одну из базисных переменных в небазисную и вводит одну из небазисных переменных в базис. Необходимо выбрать базисную и небазисную переменные так, чтобы замена одной из них на другую давала максимальное приращение целевой функции.

В любом базисном решении базисные переменные положительны, а небазисные равны нулю. Следовательно, превращение небазисной переменной в базисную приводит к увеличению её значения от нуля до некоторой положительной величины. Вводимая в базис переменная должна давать улучшение значения f. Для выбора вводимой в базис переменной следует присвоить небазисной переменной значение, равное единице, и вычислить изменение целевой функции.

Задача линейного программирования
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имеет канонический вид, соответствующий допустимому базисному решению 
[image: image89.wmf])
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. Ее можно записать компактно, с помощью, так называемой симплекс-таблицы (табл. 6.3).

Таблица 6.3

Симплекс-таблица

	
	xm+1    …    xj    …    xn
	

	x1
.

.

xi
.

.

xm
	a1m+1    …    a1j    …    a1n
.

.

aim+1    …    aij    …    ain
.
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amm+1    …    amj    …    amn
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Строке с номером i таблицы 6.3 соответствует i-ое уравнение системы (6.24): 
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, а в последней строке записаны коэффициенты 
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 из выражения (6.23) и значение f(x0), взятое со знаком минус.


Пример 6.7. Записать одну из симплекс-таблиц для задачи:


[image: image99.wmf].

0

,

)

(

,

3

)

(

,

8

2

)

(

,

7

2

min,

3

3

)

(

2

1

2

2

1

2

1

2

1

³

ï

î

ï

í

ì

£

£

+

£

+

®

-

-

=

x

x

III

x

II

x

x

I

x

x

x

x

f

x


Для того чтобы перейти к каноническому виду рассматриваемой задачи, прибавим к левым частям соответствующих ограничений-неравенств дополнительные переменные 
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В качестве базисных переменных удобно выбрать x3, x4 и x5, тогда переменные x1 и x2 будут свободными. Выпишем общее решение системы уравнений из (6.26):
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Полагая свободные переменные x1 и x2 равными нулю, получаем базисное решение x0 = (0;0;7;8;3). Очевидно, оно является допустимым базисным решением или угловой точкой множества X. Так как целевая функция задачи (6.26) зависит лишь от свободных переменных, то выражения (6.26) представляют собой канонический вид задачи линейного программирования, соответствующий допустимому базисному решению x0. Таким образом, искомая симплекс-таблица имеет вид (табл. 6.4):

Таблица 6.4

Симплекс-таблица задачи 6.9
	
	x1
	x2
	

	x3
	1
	2
	7

	x4
	2
	1
	8

	x5
	0
	1
	3

	
	-3
	-3
	0


6.2.3. Описание симплекс-метода


Из анализа коэффициентов в условиях задачи (6.23)…(6.25) (или в соответствующей симплекс-таблице) можно сделать одно из следующих трех утверждений:


Теорема 6.7.
Если в выражении (6.23) все коэффициенты 
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 с учетом (6.23) может лишь увеличиваться по сравнению с 
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Теорема 6.8.
Если среди отрицательных коэффициентов 
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 на допустимом множестве X не достигается, т.е. задача (6.23)…(6.25) не имеет решений.

Положим значения всех свободных переменных, кроме 
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, равными нулю. Тогда из уравнений (6.24) получаем решение 
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где                                  
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Оно является допустимым, поскольку все 
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Поэтому, так как 
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, целевая функция неограниченно убывает с ростом 
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 не ограничена снизу, а, следовательно, не имеет решения. 


Замечание. Ситуация, описанная в теореме 6.8 возможна, если допустимое множество X задачи не ограничено.

Теорема 6.9. Пусть 
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 является невырожденным допустимым базисным решением задачи (6.23)…(6.25), т.е. 
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 Тогда, если хотя бы один из коэффициентов 
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Положив в (6.24) значения всех свободных переменных, кроме 
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, равными нулю, получим решение (6.27), (6.28) системы уравнений (6.24). По условию теоремы среди коэффициентов 
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где минимум берется по всем номерам 
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Полагая в (6.27), (6.28) 
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где 
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Очевидно, что х1 является допустимым базисным решением системы (6.24); оно соответствует базисным переменным 
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. Отметим, что в этом решении переменные хq и хk поменялись ролями: хq из базисных переменных перешла в свободные, а хk – наоборот.

Значение целевой функции (6.23) в точке x1 из (6.30) равно
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По условию 
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Результаты теорем 6.7 … 6.9 лежат в основе симплекс-метода решения задач линейного программирования. Идея этого метода состоит в следующем.


Если в точке x0 из (6.21) выполняются условия теоремы 6.7 или 6.8, то решение задачи (6.16)…(6.18) на этом завершается.


Если же для точки x0 выполнены условия теоремы 6.9, то совершается переход от x0 к новому допустимому базисному решению x1 из (6.30), для которого f(x) уменьшается. Затем в точке x1 анализ коэффициентов задачи повторяется, и на основании теорем 6.7…6.9 делается одно из трех возможных заключений и т.д.


Так как число допустимых базисных решений задачи (6.16)…(6.18) не превосходит 
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, то случай, описанный в теореме 6.9, может повторяться лишь конечное число раз. Поэтому в результате конечного числа шагов перехода к новому допустимому базисному решению задача будет решена или будет установлена ее неразрешимость.


Таким образом, симплекс – метод представляет собой направленный перебор допустимых базисных решений (угловых точек допустимого множества) задачи линейного программирования с последовательным уменьшением целевой функции.


Найдем канонический вид задачи, соответствующий допустимому базисному решению x1 из (6.30). Считая свободными переменные 
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, т.е. поменяв местами свободную переменную 
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Разделив q - е уравнение из системы (6.24) на 
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Выразим из равенства (6.32) переменную 
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 и подставим найденные выражения в остальные уравнения системы (6.24) и в формулу (6.23) для целевой функции. В результате получим:

     
[image: image153.wmf]0

0

1

αα

α

αα,

ααα

n

ikqiq

ik

iqijjiik

jm

qkqkqk

jk

b

xxxb

=+

¹

æö

-+-=-

ç÷

ç÷

èø

å

  i=1:m, i ≠ q.        (6.33)

Зависимость целевой функции от новых свободных переменных примет вид: 

                 
[image: image154.wmf]min

α

α

α

α

)

(

)

(

1

0

0

®

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

=

å

¹

+

=

j

n

k

j

m

j

qk

qj

k

j

q

qk

k

qk

q

k

x

p

p

x

p

b

p

f

f

x

x

.      (6.34)

Задача линейного программирования (6.32) … (6.34) имеет канонический вид, соответствующий допустимому базисному решению x1 из (6.30)…(6.31) и может быть записана с помощью симплекс – таблицы. Компоненты нового базисного решения x1 можно найти, приравняв нулю свободные переменные 
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 и хq и найдя при этом условии значения базисных переменных из (6.32), (6.33).


По знакам коэффициентов в системе (6.32), (6.33) и в выражении для целевой функции (6.34) можно сделать одно из трех приведенных выше заключений, как это было сделано для угловой точки 
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. В случае теоремы 6.9 следует совершить переход к очередной угловой точке 
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, аналогичной переходу от x0 к x1, и т.д.


Как указано выше реализация симплекс – метода значительно упрощается при использовании симплекс - таблиц. Записав коэффициенты уравнений (6.19) и целевой функции (6.22) соответствующим образом (см. табл. 6.5), получим симплекс – таблицу задачи для угловой точки 
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 из (6.21). Здесь введен для коэффициентов 
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 индекс 0, показывающий, что они относятся к начальной угловой точке 
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Рассмотрим переход  от симплекс-таблицы, соответствующей угловой точке x0 (табл. 6.5), к симплекс-таблице для угловой точки x1.

Пусть номера q и k  определены так, как это сделано выше. Элемент 
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, а также строка и столбец табл. 6.5, на пересечении которых он стоит, называются разрешающими или опорными.

Из формул (6.23) и (6.24) следует, что преобразование начальной симплекс-таблицы с опорным элементом 
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 (см. табл. 6.5) приводит к новой симплекс-таблице (табл. 6.6), для определения элементов которой необходимо выполнить операции, указанные в нижеприведенном алгоритме.

Таблица 6.5

Начальная симплекс-таблица
	Базис
	Переменные
	Свободный член
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Таблица 6.6

Симплекс-таблица для угловой точки x1
	Базис
	Переменные
	Свободный член

	
	xm+1    …    xq    …    xn
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6.2.4. Алгоритм решения задач симплекс – методом


Для определенности считаем, что решается задача на отыскание минимума.

1. Задачу линейного программирования привести к каноническому виду.

После введения добавочных переменных систему уравнений и линейную функцию записываем в виде, который называется расширенной системой:
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2. Предполагаем, что все добавочные переменные имеют тот же знак, что и свободные члены; в противном случае используем так называемый М – метод, который будет рассмотрен ниже.

3. Определить базисные и свободные переменные.

4. Исходную расширенную систему заносим в первую симплекс – таблицу. Последняя строка таблицы, в которой приведено уравнение для линейной функции цели, называется оценочной. В ней указываются коэффициенты функции цели 
[image: image199.wmf]j

p

. В левом столбце таблицы записываем основные переменные (базис), в последующих – коэффициенты 
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 при свободных переменных. В предпоследнем столбце – свободные члены расширенной системы 
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. Последний столбец подготовлен для оценочных отношений, необходимых для определения базисной переменной 
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 на основании соотношения (6.29).

5. Определить возможность решения задачи по значениям 
[image: image203.wmf]j
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 согласно теоремам 6.7,…, 6.9.
6. Выбрать разрешающий (опорный) элемент 
[image: image204.wmf]qk

α

. Если критерий оптимальности не выполнен (не выполнены условия теоремы 6.7 или 6.8), то наибольший по модулю отрицательный коэффициент 
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 в последней строке определяет разрешающий (опорный) столбец 
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.


Составляем оценочные отношения каждой строки по следующим правилам:

10) 
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 имеют разные знаки;
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Определим 
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. Если конечного минимума нет, то задача не имеет конечного оптимума (
[image: image221.wmf]¥
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). Если минимум конечен, то выбираем строку q, на которой он достигается (любую, если их несколько), и называем ее разрешающей (опорной) строкой. На пересечении разрешающих строки и столбца находится разрешающий (опорный) элемент 
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60) Переход к следующей таблице по правилам:

а) в левом столбце записываем новый базис: вместо основной переменной 
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 – переменную 
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, т.е. поменяем местами переменные 
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 и 
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;
б) на место опорного элемента 
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 поставить 1;
в) на остальных местах опорной строки в новой таблице оставить элементы исходной таблицы;
г) на остальные места в опорном столбце поставить соответствующие элементы исходной таблицы, умноженные на –1;
д) на оставшиеся свободные места элементов 
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 в новой таблице записать числа 
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, которые находятся следующим образом:
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Для упрощения вычислений по этим формулам их можно сформулировать в виде «правила прямоугольника» (рис. 6.8): элементы на диагоналях прямоугольника с вершинами 
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) перемножаются (произведение, не содержащее опорного элемента 
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, берется со знаком минус) и полученные произведения складываются;
е) все полученные элементы новой таблицы разделить на опорный элемент 
[image: image247.wmf]α
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70)  По значению элемента 
[image: image248.wmf]j

p

 определить, найдено ли оптимальное значение целевой функции. В случае отрицательного ответа продолжить решение (возврат к пункту 6).
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Рис. 6.8. 
Правило прямоугольника для определения чисел:
а − 
[image: image249.wmf]α

ij

, б − 
[image: image250.wmf]i

b

, в − 
[image: image251.wmf]j

p

.

Рассмотрен алгоритм преобразования симплекс – таблиц для невырожденных допустимых базисных решений, т.е. выполнялась ситуация, описанная теоремой 6.9. Если исходная задача линейного программирования является вырожденной, то в ходе ее решения симплекс – методом могут появиться и вырожденные базисные решения. При этом возможны холостые шаги симплекс – метода,  т.е. итерации, на которых f(x) не изменяется. Возможно так же и зацикливание, т.е. бесконечная последовательность холостых шагов. Для его предотвращения разработаны специальные алгоритмы – антициклины. Однако в подавляющем большинстве случаев холостые шаги сменяются шагами с убыванием целевой функции и процесс решения завершается в результате конечного числа итераций. 


Пример 6.8.
Решить задачу, приведенную в примере 6.7, симплекс методом.

Решение.

· И т е р а ц и я 1.

В качестве начальной симплекс – таблицы возьмем таблицу, найденную в примере 6.7  и соответствующую допустимому базисному решению 
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Таблица 6.7



Начальная симплекс - таблица

	Базис
	Переменные
	Свободный член
	Оценочное отношение

	
	x1
	x2
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В последней строке таблицы есть два отрицательных элемента, 
[image: image253.wmf]0
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, и столбец, соответствующий каждому из них можно считать опорным. Выберем, например, первый столбец (этот столбец отмечен стрелкой). Согласно теореме 6.9 существует допустимое базисное решение. Опорную строку найдем по правилу (6.29). В соответствии с пунктом 5 находим оценочные отношения: 
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, т.е. это вторая строка. Опорный элемент 
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 обведен рамкой.


Будем формировать новую таблицу в соответствии с описанным алгоритмом

                          п.6 а,б 



         п.6 в,г   

	
	x4
	x2
	
	
	
	x4
	x2
	

	x3
	
	
	
	
	x3
	-1
	
	

	x1
	1
	
	
	
	x1
	1
	1
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	x5
	
	
	
	
	x5
	0
	
	

	
	
	
	
	
	
	3
	
	


Свободные места последней таблицы заполним по «правилу прямоугольника». Например, число, стоящие в строке при x3 и столбце при x2 этой таблицы, равно 2∙2-1∙1 = 3. Для 
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 и т.д. В результате этих вычислений, а также пункта 6е (т.е. деления на опорный элемент) получим искомую симплекс – таблицу:

                                      п.6д 




п.6е

	
	x4
	x2
	
	
	
	x4
	x2
	

	х3
	-1
	3
	6
	
	x3
	-1/2
	3/2
	3

	х1
	1
	1
	8
	
	x1
	1/2
	1/2
	4

	х5
	0
	2
	6
	
	x5
	0
	1
	3

	
	3
	-3
	24
	
	
	3/2
	-3/2
	12


Отметим, что в результате перехода к новому допустимому решению значение целевой функции уменьшилось с 0 до –12 (см. нижний элемент последнего столбца таблицы).

· И т е р а ц и я 2.

В качестве опорного (см. п. 6е) можно взять только второй столбец (
[image: image257.wmf]2
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). С учетом (6.29) находим опорную строку:

Таблица 6.8 



Симплекс-таблица для угловой точки х1
	Базис
	Переменные
	Свободный член
	Оценочное отношение

	
	x4
	x2
	
	

	x3

x1

x5
	-1/2

1/2

0
	3/2
1/2
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	f(x)
	3/2
	-3/2
	12
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, т.е. это первая строка. Опорный элемент 
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 обведен рамкой.


Преобразуем таблицу согласно алгоритму, получаем
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Таким образом, на данной итерации значение f(х) уменьшилось с –12 до –15.

· И т е р а ц и я 3.

Так как все элементы 
[image: image260.wmf]j

p

 в последней строке таблицы неотрицательны, то, согласно теореме 6.9, базисное решение является точкой минимума в рассматриваемой задаче, т.е. х* = (3;2;0;0;1), f* = –15. Графическое решение задачи представлено на рис. 6.8, откуда видно, что х* = (3;2), f* = f(х*) = –15

Рис. 6.8. Графическое решение задачи 6.10
6.2.5. Задачи максимизации

Для решения задач максимизации можно использовать два подхода.

Подход 1. Преобразование задачи максимизации в эквивалентную задачу минимизации путём умножения целевой функции на –1 и последующего применения симплекс–метода к задаче минимизации.

Подход 2. Как показано выше, относительные оценки в строке pj представляют изменение целевой функции f при уменьшении небазисной переменной на единицу. Отрицательный коэффициент в  строке pj указывает на уменьшение f при увеличении соответствующей небазисной переменной.
Следовательно, для задач максимизации в базис должны вводится небазисные переменные xj с положительными pj, поскольку они улучшают целевую функцию. Если все коэффициенты в строке pj отрицательные или равны нулю, текущее решение оптимальное.

Пример 6.9.
Решить симплекс – методом задачу:

f(x) = 2х1+3х2→max
при ограничениях
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Решение.
С помощью дополнительных неотрицательных переменных перейдем к системе уравнений. В данном случае все дополнительные переменные вводятся со знаком «+», так как все неравенства имеют вид «
[image: image263.wmf]£

».


Получим систему ограничений в виде:
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И т е р а ц и я 1.


Полагая в равенствах  (6.37)  свободные переменные x1, x2 равными нулю, находим 
[image: image265.wmf]18
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[image: image268.wmf]21

6

=

x

, т.е. базисное решение х0 = (0;0;18;16;5;21). Так как все базисные переменные в х0 положительны, данное базисное решение является допустимым (угловой точкой) и невырожденным. Используя подход 1, перейдем к задаче минимизации 

     f(x) = −2x1− 3x2 → min.                                                      (6.36)

С помощью  равенств (6.35) и (6.36) составляем симплекс – таблицу, соответствующую угловой точке х0:

Таблица 6.9



Начальная симплекс-таблица

	Базис
	Переменные
	Свободный член
	Оценочное отношение

	
	x1
	x2
	
	

	x3

x4

x5

x6
	1

2

3

0
	3

1

1
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16
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В соответствии с п.4 алгоритма проверяем критерий оптимальности. В последней строке имеются отрицательные коэффициенты. Выберем из них наибольший по модулю (-3); второй столбец разрешающий, переменная x2 перейдет в основные (этот столбец отмечен стрелкой). В соответствии с п.5 находим оценочные отношения и 
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. Третья строка является разрешающей (отмечена горизонтальной стрелкой). На пересечении разрешающих строки и столбца стоит опорный элемент 
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 (обведен рамкой).

И т е р а ц и я 2.
Строим таблицу  по правилам п.6 алгоритма (табл. 6.10). В новом базисе основные переменные: 
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Критерий оптимальности вновь не найден. Теперь первый столбец разрешающий; x1 – переход в основные, 
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; первая строка разрешающая, 
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 - опорный элемент. 

Таблица 6.10



Симплекс-таблица для угловой точки х1
	Базис
	Переменные
	Свободный член
	Оценочное отношение

	
	x1
	x5
	
	

	x3

x4

x2

x6
	1
2

3

0
	-3

-1

1

0
	3

11
5

21
	3

11/2


[image: image275.wmf]¥


7

	f(x)
	-2
	3
	15
	



И т е р а ц и я 3.
Новая симплексная таблица примет вид (табл. 6.11).
Таблица 6.11



Симплекс-таблица для угловой точки х2
	Базис
	Переменные
	Свободный член
	Оценочное отношение

	
	x3
	x5
	
	

	x1

x4

x2

x6
	1

-2

0

-3
	-3

5
1

9
	3

5
5

12
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	f(x)
	2
	-3
	21
	



И на этот раз критерий оптимальности не выполнен; второй столбец и вторая строка – разрешающие, 
[image: image277.wmf]22

a

 - опорный элемент. 

И т е р а ц и я 4. 
Переходим к таблице 6.12.

Таблица 6.12


Симплекс-таблица для угловой точки х3
	Базис
	Переменные
	Свободный член

	
	x3
	x4
	

	x1

x5

x2

x6
	-1/5

-2/5

2/5

3/5
	3/5

1/5

-1/5

-9/5
	6

1

4

3

	f(x)
	4/5
	3/5
	24



Критерий оптимальности выполнен, значит f* = f(х*) = 24, оптимальное базисное решение х* = (6,4,0,0,1,3).


Графическое решение задачи представлено на рис. 6.10, откуда видно, что х* = (6;4), и f* = f(х*) = 24.

f(x) = 2х1 + 3х2→max
[image: image278.png]



Рис. 6.10. Графическое решение задачи 6.19
6.3. Дробно - линейное программирование

Рассмотрим задачу дробно – линейного программирования.
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Будем считать, что на допустимом множестве X задачи (6.37)…(6.40) знаменатель целевой функции из (6.37) не обращается в нуль и, соответственно, сохраняет знак. Если этот знаменатель отрицателен, то умножим числитель и знаменатель дроби из (6.44) на -1 и будем в дальнейшем считать, что 
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задача (6.44)…(6.47)  принимает следующий вид:
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т.е. превращается в задачу линейного программирования. Отметим, что требование 
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, включенное в условие задачи (6.41), не ограничивает возможного изменения переменной 
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Найдем решение 
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 EMBED Equation.3  [image: image300.wmf]задачи линейного программирования  (6.41) и, используя равенства:
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получим решение исходной задачи дробно − линейного программирования (6.37)…(6.40).
Если 
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 то допустимое множество X задачи (6.37)…(6.40) не ограниченно и минимум целевой функции f(x) на нем не достигается.

Рассмотрим задачу, состоящую в определении максимального значения функции двух переменных, позволяющих решить ее графическим методом
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при условиях (6.38)…(6.40).

Чтобы найти решение задачи (6.43) сначала находим многоугольник решений, определяемый ограничениями (6.38)…(6.40). Предполагая, что этот многоугольник не пуст, полагаем значение функции равным некоторому числу h
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Из (6.44) найдем 
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уравнение разрешающей прямой, проходящей через начало координат. С изменением h разрешающая прямая вращается относительно начала координат. Направление вращения разрешающей прямой определяется по знаку производной 
[image: image313.wmf]dh

dk

. Отрицательный знак производной соответствует вращению разрешающей прямой по часовой стрелке, а положительный – против часовой стрелки. Вращая построенную прямую (6.44) вокруг начала координат, либо определяем вершину (вершины), в которой функция (6.43) принимает максимальное значение, либо устанавливаем неограниченность функции на множестве планов задачи.

Итак, процесс нахождения решения задачи (6.43) при условиях (6.38)…(6.40) включает следующие этапы:

10. В системе ограничений задачи заменяют знаки неравенств на знаки точных равенств и строят определяемые этими равенствами прямые.
20. Находят полуплоскости, определяемые каждым из неравенств системы ограничений задачи.
30. Находят многоугольник решений задачи.
40. Строят прямую (6.44), уравнение которой получается, если положить значение целевой функции (6.37) равным некоторому постоянному числу.
50. Определяют точку максимума или устанавливают неразрешимость задачи.
60. Находят значение целевой функции в точке максимума.

Заканчивая рассмотрение нахождения решения задачи дробно – линейного программирования графическим способом, отметим, что если многогранник решений содержит больше чем одну точку, то возможны следующие случаи:

1). Многогранник решений ограничен, максимум и минимум достигается в его угловых точках (рис. 6.11).
2). Многогранник решений не ограничен, однако существуют угловые точки, в которых целевая функция задачи принимает максимальное и минимальное значения (рис. 6.12).
3). Многогранник решений не ограничен, и один из экстремумов достигается. Например, минимум достигается в одной из вершин многогранника решений и функция f имеет так называемый асимптотический максимум (рис. 6.13).
4). Многогранник решений не ограничен, как максимум, так и минимум являются асимптотическими (рис. 6.14). 
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      Рис. 6.11. Ограниченный                Рис. 6.12. Неограниченный многогранник
многогранник решений                        решений (max и min существуют)
[image: image316.png]


                [image: image317.png]



Рис. 6.13. Неограниченный многогранник    Рис. 6.14. Неограниченный много-
решений (асимптотический max) 
  гранник решений (асимптотический
                                                                            max и min)

Пример 6.9.                       
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Решение. Таким образом, математическая постановка задачи состоит в определении неотрицательного решения системы линейных неравенств (6.46), при котором достигается минимум функции (6.45). Чтобы найти решение задачи, прежде всего построим многоугольник решений. Как видно из рис. 6.15, им является треугольник BCD. Значит, функция (6.45) принимает минимальное значение в одной из точек: B, C или D. Чтобы определить, в какой именно, положим значение функции  f  равным некоторому числу, например 11 / 4. Тогда 
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Уравнение (6.48) определяет прямую, проходящую через начало координат. Координаты точек, принадлежащих этой прямой и многоугольнику решений, являются планами задачи, при которых значение функции (6.452) равно 11/4.

Возьмем теперь h = 5/2, т.е. положим 
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Рис. 6.15. Графическое решение задачи

Уравнение (6.49), так же как и (6.48), определяет прямую, проходящую через начало координат. Ее можно рассматривать как прямую, полученную в результате вращения по часовой стрелке вокруг начала координат прямой (6.48). При этом координаты точек, принадлежащих прямой (6.49) и многоугольнику решений, являются планами задачи, при которых значение функции (6.45), равное 5/2, меньше, чем в точках прямой (6.48). Следовательно, если положить значение функции (6.52) равным некоторому числу h0:
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а прямую (6.50), проходящую через начало координат, вращать в  направлении движения часовой стрелки вокруг начала координат, то получим прямые
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где h (  h0 .

Найдем последнюю общую точку вращаемой прямой с многоугольником решений. Это точка D (3,1) (рис. 6.15), в которой достигается минимум функции (6.38)
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При нахождении угловой точки многоугольника решений, в которой целевая функция задачи принимает наименьшее значение, мы полагали значение функции равным некоторым двум постоянным числам и установили направление вращения прямой, определяющее уменьшение значения функции. Это можно было сделать и по-другому. А именно: полагая значение функции f равным некоторому числу h, т.е.
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и получив некоторую прямую, проходящую через начало координат и имеющую угловой коэффициент, зависящий от h, можно, используя производную, установить направление вращения прямой (6.51) при возрастании h. Получим 
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Практически же дело обстоит гораздо проще. Найдя точки В (1,3) и D (3,1) (рис. 6.15), в которых функция (6.45) может принимать минимальное значение, вычислим ее значение в этих точках: F(В)=11/4, F(D)=9/4. Так как F(В) ≥ F(D), то можно утверждать, что в точке D целевая функция принимает минимальное значение. Одновременно с этим заметим, что в точке В функция принимает максимальное значение.

Пример 6.10.
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Решение. Знаменатель 
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 целевой функции положителен при всех x из допустимого множества X , так как 
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 получим следующую задачу линейного программирования:
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Приведем задачу к каноническому виду:
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Выражая 
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из последнего уравнения, получим:
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Принимаем за базисные переменные 
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полагаем равными нулю, находим базисное решения:
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положительны,  данное базисное решение является допустимым  и невырожденным. Составляем симплекс- таблицы, соответствующую угловой точке 
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и следуя алгоритму (см. 6.2.4) получаем решение: 

	
	
[image: image349.wmf]1

y


	
[image: image350.wmf]2

y


	

	
[image: image351.wmf]3

y


	8
	13
	6

	
[image: image352.wmf]4

y


	
[image: image353.wmf][

]

3



 EMBED Equation.3  [image: image354.wmf]
	2
	2

	
[image: image355.wmf](

)

y

f

~



 EMBED Equation.3  [image: image356.wmf]
	-2
	1
	0


	
	
[image: image357.wmf]4

y


	
[image: image358.wmf]2

y


	

	
[image: image359.wmf]3

y


	
[image: image360.wmf]3

8

-


	
[image: image361.wmf]3

23


	
[image: image362.wmf]3

2



	
[image: image363.wmf]1

y


	
[image: image364.wmf]3

1



 EMBED Equation.3  [image: image365.wmf]
	
[image: image366.wmf]3

2


	
[image: image367.wmf]3

2



	
[image: image368.wmf](

)

y

f

~


	
[image: image369.wmf]3

2


	
[image: image370.wmf]3

7


	
[image: image371.wmf]3

4




	
	
[image: image372.wmf]4

y


	
[image: image373.wmf]2

y


	

	
[image: image374.wmf]3

y


	-8
	23
	2

	
[image: image375.wmf]1

y


	1
[image: image376.wmf]
	2
	2

	
[image: image377.wmf](

)

y

f

~


	2
	7
	4



Из полученного решения следует:
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Используя формулы (6.42) получаем решение исходной задачи:


[image: image384.wmf](

)

2;0;2,

*

=

x

  
[image: image385.wmf].

3

4

-

=

*

f


6.4. Целочисленное программирование
6.4.1. Постановка задачи целочисленного программирования

В последние годы возрастает актуальность разработки алгоритмов для таких областей техники как проектирование сетей ЭВМ, при создании интегрированных производственных систем из гибких модулей, при автоматизации проектирования всевозможных схем и в первую очередь сверхбольших интегральных схем. Разработка таких алгоритмов идет с применением дискретной оптимизации (ДО). Под общей задачей дискретной оптимизации понимают задачу отыскания максимумов или минимумов функций, определенных на дискретных, т.е. несвязных множествах, состоящих из изолированных точек. 

Задачи ДО есть модели практических ситуаций выбора наилучших вариантов из конечного их множества. Математические модели не тождественны самой ситуации, а являются ее приближенным описанием, поэтому и решать задачи ДО разумно с той же степенью приближения к оптимуму.

Основной класс задач дискретной оптимизации составляют такие, в которых на значения всех или части переменных наложено требование целочисленности. Теория и методы решения этих задач известны под названием целочисленного программирования. Задачу целочисленного программирования без условия неотрицательности переменных называют задачей диафонтова (линейного) программирования.

Специфика задач целочисленного программирования заключается в том, что переменные xj и функции f(x), gi(x) могут принимать только дискретные значения. Специальными преобразованиями в подавляющем большинстве случаев можно свести эти дискретные значения к целочисленным.

Дискретные задачи математического программирования образуют обширный класс нерегулярных задач, в которых область допустимых решений является невыпуклой и несвязной и определяется ограничениями двух типов: обычными регулярными и условиями дискретности. В дальнейшем ограничимся только целочисленными задачами линейного программирования, которые могут быть сформулированы в каноническом виде следующим образом:
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где Z − множество целых чисел.

Невыпуклость и несвязность области допустимых решений задачи (6.52)…(6.55) делает невозможным применение стандартных алгоритмов линейного программирования. Поэтому большинство известных алгоритмов решения целочисленных задач основано на регуляризации задачи, т.е. на многократном решении непрерывных задач с последующей дискретизацией переменных за счет введения новых ограничений.

Самый простой метод − обычный метод линейного программирования. В случае если компоненты оптимального решения оказываются нецелочисленными, их округляют до ближайших целых чисел. Этот метод применяют тогда, когда отдельная единица совокупности составляет малую часть объема всей совокупности. В противном случае округление может привести к далекому от оптимального целочисленному решению, поэтому используют специально разработанные методы.

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на три основные группы:

а) методы отсечения;

б) комбинаторные методы;

в) приближенные методы.

6.4.2. Графическое решение задачи целочисленного программирования

Полностью целочисленную задачу с двумя переменными можно решить графически, учитывая, что допустимое множество 
[image: image387.wmf]Х
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 задачи (6.52)…(6.55) состоит из точек целочисленной координатной сетки, принадлежащих допустимому множеству Х задачи линейного программирования без дополнительного требования (6.55).

Пример 6.11. Решить целочисленную задачу линейного программирования графическим методом.
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На плоскости (х1, х2) построим допустимое множество Х рассматриваемой задачи линейного программирования без требования целочисленности (многоугольник ABCD на рис. 6.17) и отметим точки множества Х с целочисленными координатами. Совокупность этих точек представляет собой допустимое множество 
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 полностью целочисленной задачи.
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Рис. 6.17. Графическая иллюстрация решения задачи

Перемещая линию уровня целевой функции 
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 в направлении 
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 убывания 
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, находим крайнее положение этой линии, в котором она еще имеет непустое пересечение с множеством 
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. В этом положении линия уровня проходит через точку В(0;4), поэтому решение задачи имеет вид 
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Отметим, что, как видно из рис. 6.17, точкой минимума 
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 в данной задаче без требования целочисленности является точка C(5;4/5), т.е. 
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 Отсюда следует, что точкой минимума целевой функции на допустимом множестве 
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 целочисленной задачи не обязательно является ближайшая к решению х* обычной (нецелочисленной) задачи точка множества Х с целочисленными координатами.

6.4.3. Методы отсечения. Метод Гомори

Сущность методов отсечения состоит в том, что сначала задача решается без условия целочисленности. Если полученный план целочисленный, задача решена. В противном случае к ограничениям задачи добавляется новое ограничение, обладающее следующими свойствами:

· оно должно быть линейным;

· должно отсекать найденный оптимальный нецелочисленный план;

· не должно отсекать ни одного целочисленного плана.

Дополнительное ограничение, обладающее указанными свойствами, называется правильным отсечением.

Далее задача решается с учетом нового ограничения. После этого в случае необходимости добавляется еще одно ограничение и т.д.

Геометрически добавление каждого линейного ограничения отвечает проведению прямой (гиперплоскости), которая отсекает от многоугольника (многогранника) решений некоторую его часть вместе с нецелыми координатами, но не затрагивает ни одной из целых точек этого многогранника. В результате новый многогранник решений содержит все целые точки, заключавшиеся в первоначальном многограннике решений и соответственно полученное при этом многограннике оптимальное решение будет целочисленным (рис. 6.24).
Один из алгоритмов решения задачи линейного целочисленного программирования (6.59)…(6.62), предложенный Гомори, основан на симплексном методе и использует достаточно простой способ построения правильного отсечения.
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Рис. 6.18. Графическая иллюстрация целочисленного решения

Пусть задача линейного программирования (6.52)…(6.55) имеет конечный оптимум и на последнем шаге ее решения симплексным методом получены следующие уравнения, выражающие основные переменные 
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так, что оптимальным решением задачи (6.52)…(6.55) является 
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, в котором, например βi − нецелая компонента. В этом случае можно доказать, что неравенство
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сформированное по i-му уравнению системы (6.56), обладает всеми свойствами правильного отсечения.

В неравенстве (6.57) присутствует символ 
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, означающий дробную часть числа. Число а называется конгруэнтным числу в (обозначается 
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Целой частью числа а называется наибольшее целое число 
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, не превосходящее а. Дробная часть числа определяется как разность между этим числом и его целой частью, т.е. 
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Для решения задачи целочисленного линейного программирования (6.52)…(6.55) методом Гомори используется следующий алгоритм:

1. Симплексным методом решить задачу (6.52)…(6.55) без учета условия целочисленности. Если все компоненты оптимального плана целые, то он является оптимальным и для задачи целочисленного программирования (6.52)…(6.55). Если первая задача (6.52)…(6.54) неразрешима (т.е. не имеет конечного оптимума или условия ее противоречивы), то вторая задача (6.52)…(6.55) также неразрешима.

2. Если среди компонент оптимального решения есть нецелые, то выбрать компоненту с наибольшей целой частью и по соответствующему уравнению системы (6.56) сформировать правильное отсечение (6.57).

3. Неравенство (6.57) введением дополнительной неотрицательной целочисленной переменной преобразовать в равносильное  уравнение 
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и включить его в систему ограничений (6.53).

4. Полученную расширенную задачу решить симплексным методом. Если найденный оптимальный план будет целочисленным, то задача целочисленного программирования (6.52)…(6.55) решена. В противном случае вернуться к п. 2 алгоритма.

Если задача разрешима в целых числах, то после конечного числа шагов (итераций) оптимальный целочисленный план будет найден.

Если в процессе решения появится уравнение (выражающее основную переменную через неосновные) с нецелым свободным членом и целыми остальными коэффициентами, то соответствующее уравнение не имеет решения в целых числах. В этом случае и данная задача не имеет целочисленного оптимального решения.

Недостатком метода Гомори является требование целочисленности для всех переменных − как основных (выражающих, например, в задаче об использовании ресурсов единицы продукции), так и дополнительных переменных (выражающих величину неиспользованных ресурсов, которые могут быть и дробными).

Отметим, что переход к каноническому виду в полностью целочисленной задаче линейного программирования, содержащей ограничения − неравенства
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не приводит, вообще говоря, к полностью целочисленной задаче в каноническом виде, так как в преобразованных ограничениях (6.59)
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вспомогательные переменные xn+i не подчинены требованию целочисленности.

Однако если все коэффициенты aij, bi в (6.59) − целые числа, то условие целочисленности можно распространить и на xn+i, как это сделано при решении примера 6.10.

Полностью целочисленную задачу в каноническом виде можно получить также, если в (6.59) aij, bi − рациональные числа. Для этого следует умножить (6.59) на общее кратное знаменателей коэффициентов − aij, bi (т.е. перейти к целым коэффициентам в (6.59)) и лишь после этого ввести вспомогательные переменные 
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Пример 6.20. Решить задачу полностью целочисленного программирования
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Решение. Приведем задачу к каноническому виду, введя дополнительные неотрицательные переменные 
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. Получим систему ограничений:
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Решаем задачу симплексным методом. Для наглядности решение иллюстрируем графически (рис. 6.19).
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Рис. 6.19. Графическая иллюстрация решения задачи

На рис. 6.19 0KLM – область допустимых решений задачи 
[image: image426.wmf](6.52)...(6.54),

¢¢

 ограниченная прямыми (1), (2), (3) и осями координат; L (2/3;8) – точка оптимального, но нецелочисленного решения задачи 
[image: image427.wmf](6.52)...(6.54),
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; (4) – прямая, отсекающая это нецелочисленное решение; 0KNM – область допустимых решений расширенной задачи 
[image: image428.wmf](6.59)...(6.61),
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(6.64') N(2; 7) – точка оптимального целочисленного решения.

I шаг. Основные переменные 
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Первое базисное решение Х1 = (0;0;60;34;8) – допустимое. Соответствующее значение линейной функции f1 = 0.

Переводим в основные переменные переменную х2, которая входит в выражение линейной функции с наибольшим положительным коэффициентом.  Находим максимально возможное значение переменной х2, которое позволяет принять система ограничений, из условия минимума соответствующих отношений:
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т.е. разрешающим (выделенным) является третье уравнение. При х2 = 8 в этом уравнении х5 = 0, и в неосновные переменные переходит х5.

II шаг. Основные переменные 
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Х2 = (0;8;20;2;0); f = 24. Переводим в основные переменные х1, 
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Ш шаг. Основные переменные 
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	х1
	1/3
	-4/3
	2/3

	х2
	0
	3
	24
	
	х2
	0
	1
	8

	
	-2
	-1
	-76
	
	
	-2/3
	-1/3
	-76/3
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Базисное решение Х3 оптимально для задачи 
[image: image438.wmf](8.1)...(8.3)
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, так как в выражении линейной функции отсутствуют неосновные переменные с положительными коэффициентами.

Однако решение Х3 не удовлетворяет условию целочисленности (6.55'). По первому уравнению с переменной х1, получившей нецелочисленное значение в оптимальном решении (2/3), составляем дополнительное ограничение (6.57):
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Обращаем внимание на то, что согласно (6.56) и (6.57) берем дробную часть свободного члена с тем же знаком, который он имеет в уравнении, а дробные части коэффициентов при неосновных переменных х4 и х5 − с противоположными знаками.

Так как дробные части 

[image: image441.wmf]222111422

0,0,2,

333333333

ìüìüìüìüìüìü

=+==+=-=-+=

íýíýíýíýíýíý

îþîþîþîþîþîþ


то последнее неравенство запишем в виде 
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Введя дополнительную целочисленную переменную х6 ≥ 0, получим равносильное неравенству (6.57') уравнение
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Уравнение (6.58) необходимо включить в систему ограничений (6.56') исходной канонической задачи, после чего повторить процесс решения задачи симплексным методом применительно к расширенной задаче. При этом для сокращения числа шагов (итераций) рекомендуется вводить дополнительное уравнение (6.58') в систему, полученную на последнем шаге решения задачи (без условия целочисленности).

IV шаг. Основные переменные 
[image: image444.wmf]1236
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; неосновные переменные 
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	х4
	х5
	

	х1
	1/3
	-4/3
	2/3

	х2
	0
	1
	8

	х3
	-1
	-1
	18

	х6
	-1/3
	-2/3
	-2/3

	                                                  
	-2/3
	-1/3
	-76/3


Базисное решение 
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 − недопустимое. Заметим, что после включения в систему ограничений дополнительного уравнения, соответствующего правильному отсечению, всегда будет получаться недопустимое базисное решение.

Для получения допустимого базисного решения необходимо перевести в основные переменную, входящую с положительным коэффициентом в уравнение, в котором свободный член отрицательный, т.е. х4 или х5 (на этом этапе линейную функцию не рассматриваем). Переводим в основные, например, переменную х5.

V шаг. Основные переменные 
[image: image447.wmf]1235
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; неосновные переменные 
[image: image448.wmf]46
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. Получим после преобразований:

	                                                  
	х4
	х6
	
	
	                                                  
	х4
	х6
	

	х1
	-6/9
	4/3
	-12/9
	
	х1
	1
	-2
	2

	х2
	1/3
	-1
	-14/3
	
	х2
	-1/2
	3/2
	7

	х3
	1/3
	1
	38/3
	
	х3
	-1/2
	-3/2
	19

	х5
	-1/3
	1
	-2/3
	
	х5
	1/2
	-3/2
	1

	                                                  
	3/9
	1/3
	150/9
	
	                                                  
	-1/2
	-1/2
	-25


Х5 = (2;7;19;0;1;0); f5 = 25.

Так как в выражении линейной функции нет основных переменных с положительными коэффициентами, то Х5 − оптимальное решение.

Итак, fmax = 25 при оптимальном целочисленном решении 
[image: image449.wmf]5
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 Шестая компонента содержательного смысла не имеет.

Для геометрической интерпретации на плоскости 0х1х2 (см. рис. 6.19) отсечения (6.57') необходимо входящие в него переменные х4 и х5 выразить через переменные х1 и х2. Получим (см. 2-е и 3-е уравнения системы ограничений (6.56'):
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 (см. отсечение прямой (4) на рис. 6.19).

g1(x)=g1(x0)    
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g2(x)=g2(x0)                   
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Рис. 6.4. Многоугольник решений





� EMBED Word.Picture.8 ���





Рис. 6.6. Пустое многоугольное множество





Рис. 6.5. Неограниченное многоугольное множество
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