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[bookmark: _Toc446965013]Расчет вала на кручение
[bookmark: _Toc446965015]Основы теории
Кручением – называется такой вид деформации,  при котором в поперечных сечениях бруса возникает, единственный внутренний силовой фактор, крутящий момент Т.  Деформация вызывается внешними скручивающими моментами М (парами сил),  плоскость действия которых перпендикулярны к оси стержня. 
 Брус, в поперечном сечении которого действует крутящий момент, называется валом.
Крутящий момент считается положительным,  если при взгляде со стороны отсеченной части он стремится вращать сечение по часовой стрелке. На  рис. 1 крутящий момент Т положительный.
Рисунок 1
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Метод сечений для деформации кручения формулируется следующим образом: крутящий момент Т в сечении равен алгебраической сумме внешних скручивающих моментов, приложенных к брусу по одну сторону от рассматриваемого поперечного сечения. 
На рис. 2 показан вал, нагруженный несколькими скручивающими моментами. 
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Рисунок 2
При рассмотрений слева направо скручивающий момент М1 положительный (так как пытается повернуть вал против хода часовой стрелки), а скручивающие моменты   М2  и М3 – отрицательные. Крутящий момент в сечении Т изображен отрицательным и равен:
	

	


При рассмотрении справа налево
	

	


 Задача определения напряжений при кручении является статически неопределимой    и для ее решения необходимо рассмотреть три стороны задачи: статическую, геометрическую и физическую.
Статическая сторона задачи
Крутящий момент представляет собой результирующий момент внутренних касательных сил, действующих в поперечном сечении бруса.
 Для бруса круглого поперечного сечения (рис. 3) определение элементарного крутящего момента dT может быть записано: 
	

	(1)


Суммируя по всему поперечному сечению:
	

	(2)
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Рисунок  3

Последнее выражение (2) отражает статическую сторону задачи.
Геометрическая сторона задачи
  Примем следующие допущения:
1. При скручивании вала все поперечные сечения остаются плоскими и нормальными к его оси.
2. Радиусы,  проведенные в сечении,  не искривляются и остаются прямыми.
3. Расстояние между сечениями не изменяются.
Рассмотрим участок вала длиной dz (рис. 4).  Вал подвержен действию скручивающего момента,  вызывающего  в поперечном сечении  крутящий момент Т. Выделим на поверхности вала прямоугольный элемент  abcd  бесконечно малой толщины.  От действия скручивающего момента прямоугольный элемент перекашивается, превращаясь в параллелограмм.  При этом  стороны прямоугольника ab и cd являются образующими, и после деформации займут новое положение ab1 и cd1, которое составит с первоначальным положением угол .
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Рисунок 4

Из   треугольника  abb1, угол   можно записать
	
tg =  =.
	(3)


Из треугольника bb1o:
	
tg d = d=.
	(4)


Приравниваем правые части этих выражений (4.3) и (4.4):
	 dz= r d.
	(5)


Эти рассуждения справедливы не только для точек, лежащих на поверхности вала, но и для любых других точек, лежащих внутри сечений, поэтому вместо радиуса возьмем расстояние от центра сечения до рассматриваемой точки , тогда  
	 dz=   d.  
	(6)


Выразим из последнего выражения , получим 
	
.
	(7)



Где величина  называется относительным углом закручивания, и после подстановки в выражение (4.7) запишется в следующем виде:
	
,
	(8)


Физическая сторона задачи 
 В каждом сечении наблюдается деформация сдвига, поэтому касательные напряжения в каждом сечении изменяются по закону Гука:
	 = G.
	(9)


Синтез
Подставим величину угла сдвига  из геометрической стороны задачи  (4.7) в уравнение физической стороны задачи  (4.8),  получим:
	
.
	(10)


Полученное значение касательного напряжения (4.10) подставим в уравнение статической стороны задачи и, выразив крутящий момент, получим:
	

=.
	(12)



Интеграл  называется полярным моментом инерции сечения и обозначается
	

	(13)


Полярный момент инерции оценивает, как влияют геометрические размеры, и форма поперечного сечения на способность вала сопротивляться скручиванию.
Заменяя выражение, получим  
	

	(14)





Из формулы  = G   найдем G,  тогда    и окончательно
	

	(15)


Мы получили формулу касательных напряжений, действующих в произвольной точке сечения.  В этой формуле два параметра: крутящий момент и полярный момент инерции величины постоянные, и один переменный параметр   расстояние от оси вала до точки, в которой определяется напряжение.  
Уравнение (15) -  это прямая линия, и для построения эпюры касательных напряжений достаточно определить две точки:
при  = 0,  то  = 0, 

при  = max = r,   =  .
Величина полярного момента инерции: 


для круга    ,  для кольца   ,

где   коэффициент полноты вала равный отношению внутреннего диаметра к наружному.
Наибольшие касательные напряжения действуют на наружной поверхности вала (рис. 4.5) и определяются по формуле:

, 
где Wp – полярный момент сопротивления, равный отношению полярного момента инерции к наружному радиусу сечения.  


Для круга      , для кольца    
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Рисунок 5
При кручении в материале, находящемся вблизи поверхности вала, возникает напряженное состояние чистого сдвига, за счет вращательного движения одного поперечного сечения относительно другого (рис. 6, а). 
Эти предположения хорошо подтверждаются результатами экспериментальных исследований. При испытании образца из пластичного материала, разрушение произошло срезом в плоскости поперечного сечения (характер разрушения показан на рис. 6, б). Согласно схеме напряженного состояния, разрушение вызвали касательные напряжения . При испытании на кручение образца из хрупкого материала, разрушение произошло по винтовой поверхности наклоненной, приблизительно под углом в 450 к оси образца. В этом сечении действует наибольшее главное нормальное напряжение , то есть разрушение произошло отрывом (рис. 6, в). Это подтверждает известный факт, что хрупкие материалы плохо сопротивляются отрыву и хорошо сопротивляются сжатию и сдвигу. 
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Рисунок 6.
При испытании образца из древесины, разрушение произошло сколом вдоль волокон, трещины скола ориентированы по образующим рабочей части образца и перед окончательным разрушением представляют собой винтовую линию (характер разрушения показан на рис. 6, г). При чистом сдвиге вдоль образующих действуют касательные напряжения .
Условие прочности при кручении имеет вид 
	

	(14)



где   допускаемое напряжение при сечении,  которое зависит от свойств материала рассматриваемого бруса и от принятого коэффициента запаса прочности  

,
где пред – предельное касательное напряжение, для пластичного материала равно пределу текучести (пред=т );  для хрупкого материала  пределу прочности пред =в , s – коэффициент запаса прочности.
Из условия прочности вытекает три типа задач: 
· задача проверочного расчета: 
	
;
	(15)


· задача проектного расчета: 
	
;
	(16)


· задача определения допускаемого момента:
	
.
	(17)


Расчет вала на прочность не исключает возможности возникновения деформаций, недопустимых при его эксплуатации.  Большие углы закручивания вала особенно опасны при передаче переменного момента, поэтому валы рассчитывают не только на прочность, но и на жесткость. Условие жесткости при кручении
	
.
	(18)



Значение допускаемого относительного угла закручивания выбирается в пределах = 0,000026 - 0,00035 рад/м.
При проектном расчете из данной формулы определяется требуемый диаметр вала (участка вала):

для круглого сечения:

для кольцевого сечения:
Если вал имеет несколько участков, скручиваемых различными моментами, то полный угол закручивания равен алгебраической сумме углов закручивания всех участков, заключенных между концевыми сечениями
	

	(20)


Если форма поперечного сечения вала отлична от круга, гипотеза плоских сечений при кручении не соблюдается, и задача на определение напряжений и углов закручивания решается методами теории упругости. 
Для валов прямоугольного сечения наибольшие касательные напряжения возникают в точках у поверхности посередине длинных сторон сечения (рис. 7, б) и определяются по формуле
	

	(21)



где WК = (b -  меньшая,  h  - большая сторона сечения);  коэффициент  зависит от соотношения сторон,  принимается по табл. 1. 
 (
h
b
Рисунок 
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)Таблица 1
Значение коэффициентов ,  и  для прямоугольного сечения
	

	1,0
	1,2
	1,4
	1,6
	1,8
	2,0
	2,5
	3,0
	4,0
	6,0
	8,0
	>10,0 

	
	0,208
	0,219
	0,228
	0,234
	0,240
	0,246
	0,258
	0,267
	0,282
	0,299
	0,307
	0,333

	
	0,140
	0,166
	0,187
	0,204
	0,217
	0,229
	0,249
	0,263
	0,281
	0,299
	0,307
	0,333

	
	1,000
	0,932
	0,865
	0,845
	0,821
	0,796
	0,774
	0,753
	0,745
	0,743
	0,743
	0,743


Для прямоугольного сечения в угловых точках и в центре сечения напряжения равны нулю.  В середине коротких сторон они составляют часть максимальных:
	
  .
	(22)


Угол закручивания определяется по формуле (при условии, что Т=const):
	
,
	(23)



где: IК =  геометрическая характеристика жесткости при кручении некруглого бруса.
Расчет тонкостенных валов некруглого поперечного сечения имеет свои особенности.  Различают тонкостенные валы с замкнутым и открытым профилем.
Для замкнутого профиля будем считать, что толщина стенки стержня настолько мала, что касательные напряжения по ней можно принять одинаковыми, равными напряжениям посредине толщины стенки и направленными по касательной к средней линии стенки на рис. 4.8.
Рисунок 8
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       Величина крутящего момента, действующего в сечении по всему контуру:
	

	(24)


где   площадь, охватываемая средней линией тонкостенного сечения.
Тогда напряжения и относительный угол сдвига определятся по формулам:
	

;  ,
	(25)


где s – длина контура.     Рис. 5

	Если сечение состоит из длинных и узких прямоугольников (например, двутавр, швеллер и т. п.), в этом случае незамкнутый профиль разбиваем на прямоугольные элементы, рис. 4.9, тогда величина JК определяется
	

	(26)


где bi – короткие,  hi – длинные стороны прямоугольников,  на которые можно разбить сечение.  Коэффициент   зависит от вида сечения и имеет следующие значения: для уголка   = 1,10; для двутавра   = 1,20; для швеллера     = 1,12;  для тавра   = 1,15.
Условия прочности и жесткости для прямоугольного сечения:
	

;  .
	(27)
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Задание
	Каждый студент выполняет индивидуальное задание.  Схема бруса приведена на рис.10,  исходные данные приведены в таблице 2.  
d
d11
d2
h
b1
l1
l2
l3
M1
M2
M3
Рисунок 10

Модуль упругости материала бруса G=8104 МПа.  Необходимо построить эпюры Т,  ,  ,  .  Вариант задания выбирается по двум последним цифрам зачетной книжки.
Таблица 2
	№
	М1, Нм
	М2, Нм
	М3, Нм
	d,мм
	l1,м
	d1,мм
	d2,мм
	l2,м
	b, мм
	h, мм
	l3,м

	1
	1000
	1300
	800
	50
	0,5
	60
	50
	0,4
	30
	60
	0,4

	2
	1500
	2000
	200
	60
	0,4
	50
	40
	0,5
	40
	50
	0,5

	3
	700
	1000
	400
	40
	0,5
	50
	40
	0,5
	30
	50
	0,5

	4
	1200
	1500
	200
	50
	0,6
	60
	50
	0,5
	40
	60
	0,5

	5
	1000
	1500
	800
	40
	0,5
	50
	40
	0,5
	45
	50
	0,5

	6
	600
	1000
	300
	25
	0,5
	40
	25
	0,5
	30
	40
	0,5

	7
	1400
	1600
	400
	50
	0,6
	40
	30
	0,5
	30
	40
	0,5

	8
	2100
	2500
	600
	80
	0,8
	60
	50
	0,6
	50
	50
	0,6

	9
	2000
	2500
	300
	45
	0,8
	55
	45
	0,7
	35
	40
	0,7

	10
	1200
	1500
	500
	65
	0,5
	50
	40
	0,5
	40
	50
	0,5

	
	5–я цифра зачетной книжки
	6–я цифра зачетной книжки


Дано: Прямолинейный стальной вал, жестко защемлен одним концом и нагружен тремя скручивающими моментами М1=400 Нм, М2=1200 Нм, М3=1000 Нм. Первый участок: круглое сечение  d= 40 мм и длиной 0,5 м,  второй участок – труба с наружным диметром d1=50 мм, внутренний диаметр  d/2=40 мм и длиной 0,4 м,  третий – прямоугольник сечения со сторонами b=50 мм и h=60 мм и длиной 0,5 м.  
Задание. Построить эпюры: крутящих моментов, эквивалентных напряжений и углов закручивания. 
[bookmark: _Toc446965017]Решение задачи
1. Освободимся от наложенных связей и составим уравнение равновесия вала (сумму моментов относительно оси): 
	М = Мр -М3 +М2 –М1=0.
	


2. Определим реактивный момент в заделке
	Мр =М3 +М2 –М1 =400-1200+1000=200 Нм,
	


Мр  получился положительным, и мы угадали его направление 
3. Разбиваем вал на участки и определяем крутящие моменты:
Участок АВ:
	Т1= -Мр =- 200 Нм.
	


Участок ВС:
	Т 2 = -Мр +М1= -200Нм+ 400Нм = 200 Нм.
	


Участок СD:
	Т3 = -Мр +М1 –М2 = -200Нм + 400Нм-1200Нм =-1000 Нм.
	


По полученным данным построим эпюру крутящих моментов рис. 11, б.
4. Определяем касательные напряжения на участках вала и строим эпюру касательных напряжений
· Определим полярные моменты инерции и полярные моменты сопротивления для каждого из участков:
Участок круглого сплошного сечения
	

4.
	


Участок трубчатого сечения
	

;.
	


Участок прямоугольного сечения

Определим отношение , для которого  = 0,219;  = 0,166:
	

;.
	


5. Запишем уравнения для определения касательных напряжений по участкам:
Участок круглого сплошного сечения
	
.
	


Участок трубчатого сечения
	
.
	


Участок прямоугольного сечения
	
.
	


6. Эквивалентные напряжения.
Участок круглого сплошного сечения
	
.
	


Участок трубчатого сечения
	
.
	


Участок прямоугольного сечения
	
.
	


Строим эпюру эквивалентных напряжений, рис. 11, в. 
7. Определим значения  и построим эпюру углов закручивания
Определяем углы закручивания отдельных участков по формулам:
         
	


	


	



8. Вычислим углы поворота характерных точек: 
	

, 
	

	

	

	



По полученным результатам построим эпюру углов закручивания рис. 11, г. 
d
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200
Эпюра крутящих моментов, Нм
Эпюра эквивалентных напряжений, МПа
27,57
23,92
52,72
Эпюра углов закручивания, град.
Рисунок 4.11.
0,286
0,128
0,416
а
б
в
г
А
В
С
D


[bookmark: _GoBack]Рисунок 11.

oleObject3.bin

oleObject40.bin

oleObject41.bin

image52.wmf
b

h


oleObject42.bin

image53.wmf
max

/

max

gt

t

=


oleObject43.bin

image54.wmf
к

GI

l

Т

×

=

j


oleObject44.bin

image55.wmf
h

b

3

b


oleObject45.bin

image4.wmf
.

ò

=

F

d

А

Т

tr


image56.png
Ske. wanpmzenve Ma|A [ X=0 Y=26

17 e Ea
Kl onudfinodine oot oot

12

14

15

I

o7

90

m

521

3

51

283




image57.png
Ske. wanpmzenve Ma|A [ X=0 Y=26

17 e Ea
Kl onudfinodine oot oot

12

14

15

I

o7

90

m

521

3

51

283




image58.gif




image59.wmf
,

2

tdw

=

Т


oleObject46.bin

image60.wmf
wd

t

2

Т

=


oleObject47.bin

image61.wmf
d

w

2

4

G

s

Т

×

=

Q


oleObject48.bin

image62.wmf
,

3

3

i

i

K

h

b

J

å

=

h


oleObject4.bin

oleObject49.bin

image63.wmf
[

]

t

a

t

£

=

2

max

hb

Т


oleObject50.bin

image64.wmf
[

]

Q

£

×

=

Q

3

hb

G

Т

b


oleObject51.bin

image65.png
SYM[Hw2]
19.92

18.68
17.43
16.19
14.94
137

12.45
121
9.961
5716
7.471
5.226
4.98

3735
2.49

1.245

0




image66.png
SYM[Hw2]
19.92

18.68
17.43
16.19
14.94
137

12.45
121
9.961
5716
7.471
5.226
4.98

3735
2.49

1.245

0




image67.wmf
4

4

4

4

1

1

10

12

,

25

32

40

14

,

3

32

мм

d

J

P

×

=

×

=

=

p


oleObject52.bin

image68.wmf
3

3

3

3

1

1

10

56

,

12

16

40

14

,

3

16

мм

d

W

P

×

=

×

=

=

p


image5.gif




oleObject53.bin

image69.wmf
4

4

4

4

4

2

/

2

4

2

2

10

2

.

36

50

40

1

32

50

14

,

3

)

1

(

32

мм

d

d

d

J

P

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

p


oleObject54.bin

image70.wmf
4

3

4

3

4

2

/

2

3

2

2

10

48

,

14

50

40

1

16

50

14

,

3

)

1

(

16

мм

d

d

d

W

P

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

p


oleObject55.bin

image71.wmf
2

,

1

05

.

0

06

.

0

=

=

b

h


oleObject56.bin

image72.wmf
4

4

3

3

3

10

5

,

124

60

50

166

,

0

мм

h

b

J

K

×

=

×

×

=

=

b


oleObject57.bin

image73.wmf
3

3

2

2

3

10

85

,

32

60

50

219

,

0

мм

h

b

W

K

×

=

×

×

=

=

a


image6.gif




oleObject58.bin

image74.wmf
МПа

W

Т

P

92

,

15

10

56

,

12

10

200

3

3

1

1

1

-

=

×

×

-

=

=

t


oleObject59.bin

image75.wmf
МПа

W

Т

P

81

,

13

10

48

,

14

10

200

3

3

2

2

2

=

×

×

=

=

t


oleObject60.bin

image76.wmf
МПа

W

Т

К

44

,

30

10

85

,

32

10

1000

3

3

3

3

3

-

=

×

×

-

=

=

t


oleObject61.bin

image77.wmf
МПа

IY

57

.

27

92

,

15

3

3

1

.

1

=

×

=

=

t

s


oleObject62.bin

image78.wmf
МПа

92

.

23

81

,

13

3

3

2

=

×

=

=

t

s


image7.wmf
dz

bb

1


oleObject63.bin

image79.wmf
МПа

IY

72

,

52

44

,

30

3

3

3

.

=

×

=

=

t

s


oleObject64.bin

image80.wmf
;

286

,

0

00499

,

0

10

12

,

25

10

8

500

10

200

4

4

3

1

1

1

1

1

1

1

град

рад

J

G

l

Т

P

-

=

-

=

×

×

×

×

×

-

=

×

×

=

-

-

-

j


oleObject65.bin

image81.wmf
;

158

,

0

00276

,

0

10

2

,

36

10

8

400

10

200

4

4

3

2

2

2

2

2

2

2

град

рад

J

G

l

Т

P

=

=

×

×

×

×

×

=

×

×

=

-

-

-

j


oleObject66.bin

image82.wmf
.

288

,

0

0502

,

0

10

5

,

124

10

8

500

10

1000

4

4

3

3

3

3

3

3

3

3

град

рад

J

G

l

Т

К

-

=

-

=

×

×

×

×

×

-

=

×

×

=

-

-

-

j


oleObject67.bin

image83.wmf
0

=

С

j


oleObject5.bin

oleObject68.bin

image84.wmf
;

286

,

0

10

99

,

4

10

99

,

4

0

3

3

3

3

град

рад

С

В

-

=

×

-

=

×

-

=

+

=

-

-

-

j

j

j


oleObject69.bin

image85.wmf
;

128

,

0

10

23

,

2

10

75

,

2

10

99

,

4

3

3

3

2

2

град

рад

В

А

-

=

×

-

=

×

+

×

-

=

+

=

-

-

-

-

j

j

j


oleObject70.bin

image86.wmf
.

416

,

0

10

25

,

7

10

02

,

5

10

23

,

2

3

3

3

1

1

град

рад

А

К

-

=

×

-

=

×

-

×

-

=

+

=

-

-

-

-

j

j

j


oleObject71.bin

image8.wmf
r

bb

1


oleObject6.bin

image9.wmf
dz

d

j

r

g

=


oleObject7.bin

image10.wmf
Q

=

dz

d

j


oleObject8.bin

image11.wmf
Q

=

r

g


oleObject9.bin

image12.wmf
Q

=

=

r

g

t

G

G


oleObject10.bin

image13.wmf
ò

×

=

F

d

А

dz

d

G

Т

r

j

r


oleObject11.bin

image14.wmf
ò

Q

F

d

А

G

2

r


oleObject12.bin

image15.wmf
ò

r

F

2

dF


oleObject13.bin

image16.wmf
ò

=

F

P

dF

I

2

r


oleObject14.bin

image17.wmf
P

I

dx

d

G

Т

j

=


oleObject15.bin

image18.wmf
dx

d

j

r


oleObject16.bin

image19.wmf
r

t

j

=

dx

d


oleObject17.bin

image20.wmf
P

I

Т

r

t

=


oleObject18.bin

image21.wmf
р

I

Т

r

t

×

=


oleObject19.bin

image22.wmf
р

I

r

Т

×

=

max

t


oleObject20.bin

image23.wmf
32

4

d

I

P

p

=


oleObject21.bin

image24.wmf
)

1

(

32

4

4

c

d

I

P

-

=

p


image1.wmf
3

2

1

М

М

М

Т

-

-

=


oleObject22.bin

image25.wmf
d

d

c

0

=


oleObject23.bin

image26.wmf
p

p

W

Т

d

I

Т

=

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

2

max

t


oleObject24.bin

image27.wmf
16

3

d

W

P

p

=


oleObject25.bin

image28.wmf
)

1

(

16

4

3

c

d

W

P

-

=

p


oleObject26.bin

oleObject1.bin

image29.jpeg




image30.jpeg




image31.jpeg




image32.jpeg




image33.wmf
[

]

t

t

£

=

p

мах

мах

W

Т


oleObject27.bin

image2.wmf
4

М

Т

-

=


image34.wmf
[

]

t


oleObject28.bin

image35.wmf
[

]

[

]

s

пред

t

t

=


oleObject29.bin

oleObject30.bin

image36.wmf
[

]

t

мах

P

Т

W

³


oleObject31.bin

image37.wmf
[

]

[

]

t

P

W

Т

£


oleObject32.bin

image38.wmf
[

]

Q

£

=

Q

P

GI

Т


oleObject2.bin

oleObject33.bin

image39.wmf
[

]

Q


oleObject34.bin

image40.wmf
[

]

;

100

180

4

Q

×

×

×

×

³

G

Т

d

p


oleObject35.bin

image41.wmf
[

]

4

4

.

)

1

(

100

180

с

G

Т

d

-

Q

×

×

×

×

³

p


oleObject36.bin

image42.wmf
.

1

å

=

=

N

i

i

j

a


oleObject37.bin

image43.wmf
,

max

К

W

Т

=

t


image3.wmf
.

dA

d

Т

rt

=


oleObject38.bin

image44.wmf
h

b

2

a


oleObject39.bin

image45.png




image46.wmf
max

/

max

gt

t

=


image47.gif




image48.gif




image49.wmf
max

t


image50.png




image51.png




