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Так какой же вариант? Откуда 9?
Работа с точностью до запятых и мелких неточностей идентична работе другого автора. В связи с этим Вам выдается дополнительное задание. Следует решить заново задачи 2,3,5,6,7,9. Все условия в тексте. 
Лучше всего все эти задачи разместить подряд в отдельном файле, поместив туда полностью новые условия, и там их и решить. 

[bookmark: _GoBack]


Новосибирск, 2020

Вариант 24
№1	Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм Эйлера-Венна. 

а) 

[bookmark: MTBlankEqn]б)  

Решение.

а) 

По определению симметрической разности  следовательно,



[bookmark: _Hlk10378187]По свойству разности  тогда


Применяя дистрибутивность, получаем



По свойству дополнения значит, 


На основании свойства пересечения с универсальным множеством


[bookmark: _Hlk37584634]Применяя ассоциативность и коммутативность, имеем



По свойству поглощения следовательно,


Таким образом, 


Проиллюстрируем при помощи диаграммы Эйлера-Венна: 
[image: ]


б) 
Используя определения декартова произведения множеств и пересечения множеств, получаем


На основании ассоциативности и идемпотентности конъюнкции


На основании коммутативности и ассоциативности конъюнкции получаем


По определению декартова произведения множеств и пересечения множеств

 
Таким образом, 


Графическая иллюстрация: 

A
С
B
D



№2	Даны два конечных множества: А={a, b, c}, B={1, 2, 3, 4}; бинарные отношения P1  AB, P2  B2. Изобразить P1, P2 графически. Найти P = (P2◦P1)–1.  Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. 
[bookmark: _Hlk37594146]P1 = {(a,3), (b,2), (b,1), (b,4), (c,1), (c,2), (c,4)};
P2 = {(1,1), (1,2), (1,4), (2,2), (2,4), (3,3), (3,2), (3,4), (4,4)}.
Меняем второе отношение:
P2 = {(1,1), (1,2), (1,4), (2,2), (2,1), (3,1), (3,3), (3,4), (4,4)}.
Задание остается тем же. 



Решение. 
График отношения Р1: 
[image: ]
График отношения Р2: 
[image: ]
Композиция отношений 
P2◦P1 = {(a,2), (a,3), (a,4), (b,1), (b,2), (b,4), (c,1), (c,2), (c,4)}. 
	Тогда  обратное отношение
P = (P2◦P1)–1 = {(1,b), (1,c), (2,a), (2,b), (2,c), (3,a), (4,a), (4,b), (4,c)}. 
Области определения отношений: 


Области значений отношений: 


Матрица отношения P2


Отношение рефлексивно, если на главной диагонали матрицы нет нулей; следовательно, данное отношение является рефлексивным. 
Отношение симметрично, если исходная и транспонированная матрицы совпадают. Транспонированная матрица 



Поскольку то отношение P2 не является симметричным.
Отношение R антисимметрично, если в матрице [RR–1]=[R]*[R]T вне главной диагонали все элементы равны 0. Находим


Следовательно, отношение P2 является антисимметричным.
Отношение R транзитивно, если [R◦R]  [R]. Имеем 



Поскольку  то отношение является транзитивным. 
Итак, отношение P2 является рефлексивным, антисимметричным, транзитивным и не является симметричным.


№3	Задано бинарное отношение P; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли отношение P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P  (Z+)2, P = {(x, y) | x + 2y кратно 3}.
Меняем отношение: P N2, P = {(x, y) | (x + y) кратно 2}.
Решение. 
Область определения данного отношения δ(P) = N, область значений ρ(P) = N (множество натуральных чисел).
Бинарное отношение R на множестве А называется рефлексивным, если для любого его элемента  a  выполняется aRa: a     aRa. Поскольку для любого натурального a значение выражения a + 2a = 3a кратно 3, то данное отношение Р является рефлексивным.




[bookmark: _Hlk10409331]Бинарное отношение R на множестве А называется симметричным, если из его выполнения для любых a, b из А следует выполнение для b, a. Пусть 
x + 2y кратно 3, то есть  Откуда  Тогда  значит,  также кратно 3. Следовательно, данное отношение Р является симметричным.


Бинарное отношение R на множестве А называется антисимметричным, если из его выполнения для  a, b  и  b, a  следует, что a и b совпадают:   a, b     aRb и bRa  a = b. Пусть х = 1, y = 4, тогда справедливы равенства кратно 3 и  кратно 3, но х ≠ y. Значит, отношение Р не является антисимметричным. 




Бинарное отношение R на множестве А называется транзитивным, если из его выполнения для  a, b  и для  b, c  следует его выполнение для a, c:   a, b, c    aRb и bRc  aRc. Пусть x + 2y кратно 3 и  y + 2z кратно 3, то есть  Отсюда  Тогда и, значит,  кратно 3. Следовательно,  отношение Р является транзитивным. 
[bookmark: _Hlk37705830]Итак, отношение P является рефлексивным, симметричным, транзитивным и не является антисимметричным.



№4	Доказать утверждение методом математической индукции: 

[bookmark: _Hlk37606807]
Решение. 
При n = 1 утверждение верно, так как



Предположим, что утверждение истинно при  то есть справедливо равенство



Докажем, что утверждение верно при  Имеем


	Исходное утверждение доказано. 
[bookmark: _Hlk37611416][bookmark: _Hlk10416275]№5	Бригада из восьми взломщиков одновременно выходит на грабеж двух разных магазинов. Сколькими способами они могут разделиться? Сколькими способами их после задержания могут рассадить по трем одинаковым камерам (не менее чем по одному в каждую)?
Пусть магазинов будет 4. А общее количество взломщиков – 10. Камер по-прежнему 3. Выписать все необходимые формулы, окончательный результат можно не вычислять. 
Решение. 
[bookmark: _Hlk37612434]Распределение восьми взломщиков для грабежа двух разных магазинов – это задача упорядоченного разбиения множества из восьми элементов на два блока. Указанным критериям соответствует создание групп из 1 и 7 человек; или 2 и 6 человек; или 3 и 5 человек; или 4 и 4 человек. 
Число упорядоченных разбиений при создании групп из 1 и 7 человек 


при создании групп из 2 и 6 человек


при создании групп из 3 и 5 человек


при создании групп из 4 и 4 человек


Распределить созданные группы по двум различным магазинам можно в первых трех случаях двумя способами.
Значит, количество способов, которыми восемь взломщиков могут разделиться на две группы для грабежа двух разных магазинов, равно
2·(8 + 28 + 56) + 70 = 254. 
Найдем, сколькими способами взломщиков после задержания могут рассадить по трем одинаковым камерам (не менее чем по одному в каждую).
Распределение восьми взломщиков по трем одинаковым камерам, не менее чем по одному в каждую, представляет собой  разбиение множества из восьми элементов на три блока. Количество способов такого разбиения – это число Стирлинга второго рода:






№6	Сколько существует положительных трехзначных чисел: а) делящихся на числа 8, 28 или 36? б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?
Числа будут 8, 24 и 30. Задание то же. 
Решение. 
	Общее количество целых положительных трехзначных чисел 
равно 999 – 99 = 900. 



Из них делятся на 8:  чисел; делятся 
на 28:  числа; делятся на 36:  чисел. 
Наименьшее общее кратное чисел 8 и 28 равно 56, НОК(8, 36) = 72, НОК(28, 36) = 252, НОК(8, 28, 36) = 504. 




Следовательно, делятся на 8 и 28:  чисел;  делятся на 8 и 36:  чисел; делятся на 28 и 36:  числа; делятся на 8, 28 и 36:  число. 
а) По формуле включений и исключений, количество положительных трёхзначных чисел, делящихся на одно из чисел 8, 28, 36, равно


б) Количество положительных трёхзначных чисел, делящихся только на одно из этих трех чисел, будет равно




[bookmark: _Hlk15074864]№7	Найти коэффициенты при  a = x·y6·z6, b = x4·y·z, c = x2·y8 в разложении (5·x + 2·y2 + 3·z3)6.
Найти коэффициенты при  a = x3·y2·z6, b = x2·y3·z3, c = x3·y6 в разложении того же выражения. 
Решение. 

[bookmark: _Hlk10467797]Выражению a = x·y6·z6 соответствует член разложения  Коэффициент при a  равен 



Выражению b = x4·y·z должен соответствовать член разложения  Однако такого члена в разложении нет, поскольку множители 2y2 и 3z3 входят в члены разложения только в целых степенях.

Выражению c = x2·y8 соответствует член разложения  Коэффициент при c  равен 




№8	Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 3·an+2 – 9·an+1 – 30·an = 0 и начальным условиям a1 = –1, a2 = 9.

Решение. 

Составим характеристический многочлен  и найдем его корни: 


Следовательно, общее решение рекуррентного соотношения имеет вид


Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Получаем систему уравнений: 


Подставив найденные значения коэффициентов c1 и c2 в общее решение рекуррентного соотношения, получаем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 


и окончательно




№9	Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 
а) нарисовать граф; 
б) выделить компоненты сильной связности; 
в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).



В граф добавьте дугу (2,4). И уберите дугу (3,1). Решите задачу после этих изменений. 
Решение. 
а) Изобразим орграф, заданный матрицей смежности: 
[image: ]

б) Запишем компоненты сильной связности орграфа: 
в) Заменив все дуги ребрами, получим неориентированный граф:
[image: ]
Цикл в графе называется эйлеровым, если он содержит все ребра графа. Граф, обладающий эйлеровым циклом, называется эйлеровым графом. Связный граф является эйлеровым тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны.
Найдем степени вершин данного графа: 
	Вершина
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Степень
	4
	4
	4
	4
	6
	2



Данный граф является эйлеровым. Эйлеров цикл (в порядке возрастания номеров дуг) приведен на следующем рисунке: 
[image: ]


№10	Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: а) остовное дерево минимального веса; 	
б) кратчайшее расстояние от вершины v2 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры. 



Решение.
Изобразим данный граф:
[image: ]
а) Найдем остовное дерево минимального веса. 
Построение остовного дерева начнем с ребра (v5, v6), имеющего  наименьший вес 1: 
[image: ]
Далее добавляем ребра (v2, v3) и (v2, v4) с весом 2, поскольку это не приводит к образованию цикла: 
[image: ]
Добавляем ребро (v2, v6) с весом 4, так как это не приводит к образованию цикла: 
[image: ]
Теперь добавляем ребро (v1, v4) с весом 4. Получили остовное дерево минимального веса: 
[image: ]
Вес остова W = 1 + 2 + 2 + 4 + 4 = 13.

б) С помощью алгоритма Дейкстры найдем кратчайшее расстояние от вершины  до всех остальных вершин. 
Вершины графа снабжаем метками: 
[image: ]
Вершина 2 стала постоянной. С ней смежными являются вершины 
1, 3, 4, 6; для них определяем расстояния (соответственно 8, 2, 2, 4) и заменяем метки на (8, 2), (2, 2), (2, 2), (4, 2). Минимальное расстояние 2, вершина 3 становится постоянной. 
[image: ]
Вычисляем расстояния через нее до смежных с ней вершин 4 и 6. Расстояние до вершины 4 равно 2 + 9 = 11 – больше текущего, поэтому метка вершины 4 не меняется. Расстояние до вершины 6 равно 2 + 6 = 8 – больше текущего, поэтому метка вершины 6 не меняется. Изо всех текущих меток наименьшее расстояние равно 2, вершина 4 становится постоянной. 
[image: ]
Вычисляем расстояния через нее до смежных с ней вершин 1, 5. Расстояние до вершины 1 равно 2 + 4 = 6 – меньше текущего, поэтому метка вершины 1 меняется. Расстояние до вершины 5 равно 2 + 8 = 10 – меньше текущего, поэтому метка вершины 5 меняется. Изо всех текущих меток наименьшее расстояние равно 4, вершина 6 становится постоянной.
[image: ]
Вычисляем расстояние через нее до смежной с ней вершины 5: 
4 + 1 = 5 – меньше текущего, поэтому метка вершины 5 меняется. Изо всех текущих меток наименьшее расстояние равно 5, вершина 5 становится постоянной.
[image: ]
Вычисляем расстояние через нее до смежной с ней вершины 1:  
5 + 6 = 11 – больше текущего, поэтому метка вершины 1 не меняется. Вершина 1 становится постоянной.
[image: ]
Таким образом, кратчайшее расстояние от вершины v2 до вершины v1 равно 6, до вершины v3 – 2, до вершины v4 – 2, до вершины v5 – 5, до 
вершины v6 – 4. 
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