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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ � íàóêà î
ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëå-
íèÿ òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè, òàêèìè êàê: ëåòàòåëüíûå
àïïàðàòû, ìàíèïóëÿòîðû, ýëåêòðîïðèâîäû, ÿäåðíûå ðåàê-
òîðû, õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû è ò.ä.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ýòàïû ðàçâèòèÿ òåõíèêè
è òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Â 1765 ãîäó È. È. Ïîëçóíîâ ïðè-
ìåíèë ïîïëàâêîâûé ðåãóëÿòîð äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ óðîâíÿ
âîäû â êîòëå ïàðîâîé ìàøèíû. Â 1784 ãîäó àíãëèéñêèé ìå-
õàíèê Äæ. Óàòò ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü öåíòðîáåæíûé
ðåãóëÿòîð äëÿ óïðàâëåíèÿ ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ âàëà ïàðî-
âîé ìàøèíû. Ïåðâàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ðàáîòà ïðèíàäëåæèò
Äæ. Ìàêñâåëó. Ñòàòüÿ ñ íàçâàíèåì ¾Î ðåãóëÿòîðàõ¿ áûëà
îïóáëèêîâàíà â 1866 ãîäó. Ðóññêèé ó÷¼íûé È. À. Âûø-
íåãðàäñêèé â ñòàòüå ¾Îá îáùåé òåîðèè ðåãóëÿòîðîâ¿ â
1876 ãîäó ïðåäñòàâèë ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïàðîâûõ ìàøèí ñ ðåãó-
ëÿòîðàìè. Ðåçóëüòàòû È. À. Âûøíåãðàäñêîãî áûëè óñïåø-
íî ïðèìåíåíû íà ïðàêòèêå. Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ óñòîé-
÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûëà ðàçâèòà ðóññêèì ìàòå-
ìàòèêîì À. Ì. Ëÿïóíîâûì. Äèññåðòàöèÿ À. Ì. Ëÿïóíîâà
ïî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè áûëà îïóáëèêîâàíà â 1896 ãîäó.
Ïåðâûé ó÷åáíèê ñ íàçâàíèåì ¾Òåîðèÿ ðåãóëèðîâàíèÿ õîäà
ìàøèí¿ áûë íàïèñàí ðóññêèì ìåõàíèêîì Í. Å. Æóêîâ-
ñêèì è èçäàí â 1909 ãîäó.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî
ðåãóëèðîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â 30-å è 40-å ãîäû. Ýòîò
ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
õàðàêòåðèçîâàëñÿ ïðèìåíåíèåì ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì ñ îäíèì âõîäîì
îäíèì âûõîäîì. Ñëåäóþùèé ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè ñèñòåì
àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 60-õ ãîäîâ. Â
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ýòî âðåìÿ âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæ-
íûõ, ÷åì â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, çàäà÷
óïðàâëåíèÿ ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè
ïðîöåññàìè. Ýòî ïðåæäå âñåãî çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ëåòà-
òåëüíûìè àïïàðàòàìè. Íà äàííîì ýòàïå ïîëó÷èëè ðàçâè-
òèå ìåòîäû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ðå-
øåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìíîãîñâÿçíûìè ñèñòåìàìè.

Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé òåîðèè ñè-
ñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ âíåñëè ñîâåòñêèå ó÷¼-
íûå Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí è Á. Í. Ïåòðîâ. Ïîíòðÿãèí Ë. Ñ. ÿâ-
ëÿåòñÿ àâòîðîì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà � ìåòîäà ïðîåêòèðî-
âàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Ðàáîòû Á. Í. Ïåò-
ðîâà è åãî ó÷åíèêîâ èñïîëüçîâàëèñü ïðè ñîçäàíèè êîñ-
ìè÷åñêîé òåõíèêè. Ñðåäè çàðóáåæíûõ ó÷¼íûõ ìîæíî íà-
çâàòü Ð. Áåëëìàíà è Ð. Êàëìàíà. Áåëëìàíó ïðèíàäëåæèò
ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé íàðÿ-
äó ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êàëìàí ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì
ôèëüòðà, óñïåøíî ïðèìåí¼ííîãî â êîñìè÷åñêîé òåõíèêå.

Íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãîäîâ ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ðîáàñòíûõ
(ãðóáûõ) ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Â 1978 ãîäó ñîâåòñêèé ó÷¼-
íûé Â. Ë. Õàðèòîíîâ îïóáëèêîâàë ðàáîòó îá óñòîé÷èâîñòè
èíòåðâàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ýòî æå âðåìÿ ðàçâèâàåòñÿ
òåîðèÿ îïòèìèçàöèè ñèñòåì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî êðèòå-
ðèÿì H2, H∞. Àâòîðàìè äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
Ã. Çåéìñ, Á. Ôðåíñèñ, Äæ. Äîéë, Ê. Ãëîâåð.

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëå-
íèÿ � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû àëãåáðû, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è äðóãèõ ðàçäåëîâ ìà-
òåìàòèêè.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà âûïîëíÿåò äâîÿêóþ ðîëü â
òåîðèè è ïðàêòèêå àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Âû÷èñëè-
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òåëüíàÿ òåõíèêà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ è ïðèìåíÿåòñÿ â öèôðîâûõ ñèñòåìàõ óïðàâëå-
íèÿ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ óñòðîéñòâ.

Îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà � çàäà÷è àíà-
ëèçà è çàäà÷è ñèíòåçà. Ê çàäà÷àì àíàëèçà îòíîñÿò: èññëå-
äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è êà÷åñòâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ,
àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè, íàáëþäàåìîñòè, ÷óâñòâèòåëüíîñòè
è äðóãèõ ñâîéñòâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷è ñèíòåçà �
ýòî çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ è óïðàâ-
ëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè.

Ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå çàâèñèò îò âðåìåíè è îáåñïå-
÷èâàåò æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëå-
íèÿ. Îáðàòíàÿ ñâÿçü çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ îáúåê-
òà óïðàâëåíèÿ è îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåàëüíîé òðà-
åêòîðèè îòíîñèòåëüíî çàäàííîé.

oy

oc

ū

ũ

x

x̄

+

+

x̃
+

−

u

Ðèñóíîê 0.1 � Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ñèñòåìû
óïðàâëåíèÿ

Ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìû (ðèñóíîê 0.1).
Çäåñü: ÎÓ � îáúåêò óïðàâëåíèÿ, ÎÑ � îáðàòíàÿ ñâÿçü, x
� ñîñòîÿíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, u � óïðàâëåíèå, x̄ � çà-
äàííàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ, x̃ = x − x̄ � îòêëîíåíèå îò
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çàäàííîé òðàåêòîðèè, ū � ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, ũ �
óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè, u = ū+ ũ.

Ñðåäè çàäà÷ ñèíòåçà âûäåëèì: çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè, çàäà÷ó ñëåæåíèÿ è çà-
äà÷ó ðåãóëèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èëè çàäà÷à óïðàâ-
ëåíèÿ êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîäå ñè-
ñòåìû èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â æåëàåìîå êî-
íå÷íîå.

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â óäåðæàíèè îáúåê-
òà óïðàâëåíèÿ íà çàäàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðè íà-
ëè÷èè íåêîíòðîëèðóåìûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà îáúåêò
óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à ñëåæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäîâàíèè çà çàäàí-
íûì çíà÷åíèåì âûõîäà ñèñòåìû. Çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ñëåæåíèÿ, êîãäà çàäàííîå
çíà÷åíèå âûõîäà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì.

OPȳ
y+

−

ε P

Ðèñóíîê 0.2 � Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ñèñòåìû
ðåãóëèðîâàíèÿ

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ñèñòåìû ðåãóëèðîâàíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñóíêå 0.2. Çäåñü: ÎÐ � îáúåêò ðåãóëèðîâà-
íèÿ, Ð � ðåãóëÿòîð (êîíòðîëëåð), y � âûõîä îáúåêòà ðå-
ãóëèðîâàíèÿ, ȳ � æåëàåìîå çíà÷åíèå âûõîäà (êîìàíäíûé
ñèãíàë), ε = ȳ − y � îøèáêà ðåãóëèðîâàíèÿ.

Ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñàíû â ó÷åáíèêàõ [3, 4, 5, 6, 10].
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Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ìíîãîñâÿçíûì ñèñòåìàì ñ íåïîëíîé èíôîðìà-
öèåé î ñîñòîÿíèè è ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ [8, 9].

Íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ïóáëèêóþòñÿ â æóðíàëàõ:
Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Òåîðèÿ è
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, Automatica, IEEE Transactions on
Automatic Control è äð.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîïðèåòàðíàÿ ñèñòåìà
íàó÷íûõ è èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òîâ Matlab. Ñâîáîäíûì àíà-
ëîãîì Matlab ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè
Scilab. Âñå ðàñ÷¼òû è ìîäåëèðîâàíèå â ïðèìåðàõ, ïðèâå-
ä¼ííûõ â ó÷åáíîì ïîñîáèè, âûïîëíÿëèñü ñ ïðèìåíåíèåì
ñèñòåìû Scilab è ïîäñèñòåìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ Xcos ñèñòåìû Scilab [1, 2].
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1 Ìîäåëè îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ

1.1 Îïèñàíèå âî âðåìåííîé îáëàñòè

Ïðè îïèñàíèè îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ âî âðåìåííîé îá-
ëàñòè ïðèìåíÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâ-
íåíèÿ, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è îïåðàòîð-
íûå óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî
âñòðå÷àþùèåñÿ îïèñàíèÿ îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ â âèäå ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îïèñàíèå ¾âõîä-âûõîä¿ âî âðåìåííîé îáëàñòè èìååò
ñëåäóþùèé âèä

f(y(n), ..., y(1), y, u, u(1), ..., u(n−1), t) = 0, (1.1)

ãäå y(t) � âåêòîð âûõîäà (èçìåðåíèÿ); u(t) � âåêòîð âõîäà
(óïðàâëåíèÿ); t � âðåìÿ.

Çäåñü y(i) � ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà i. Ïðîèçâîäíûå òàêæå
áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êàìè è àïîñòðîôàìè. Íàïðèìåð, ẏ è
y′′.

θ

Ðèñóíîê 1.1 � Ñõåìà äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ

Ïðèìåð 1.1. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ïî
íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

mv̇ = −mgcrv −
1

2
ρcdSv

2 −mg sin θ + F,

ãäå v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ; m � ìàññà àâòîìî-
áèëÿ; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; cr � êîýôôèöèåíò
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òðåíèÿ êà÷åíèÿ; ρ � ïëîòíîñòü àòìîñôåðû; cd � êîýôôè-
öèåíò àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ; S � ôðîíòàëü-
íàÿ ïëîùàäü àâòîìîáèëÿ; θ � óãîë íàêëîíà ïîâåðõíîñòè
äâèæåíèÿ; F � äâèæóùàÿ ñèëà.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè çàäàí-
íîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ.

Îáîçíà÷èì ïåðåìåííûå âõîäà è âûõîäà: u = F , y = v.
Óðàâíåíèå (1.1) äëÿ àâòîìîáèëÿ ïðèíèìàåò âèä

f(y(1), y, u) = 0,

ãäå

f(y(1), y, u) = my(1) +mgcry +
1

2
ρcdSy

2 +mg sin θ − u.

Îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-
ÿíèé ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èìååò ñëå-
äóþùèé âèä

ẋ = f(x, u, t),

y = h(x, u, t),

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; u � m-ìåðíûé âåêòîð
âõîäà (óïðàâëåíèÿ); y � l-ìåðíûé âåêòîð âûõîäà (èçìåðå-
íèÿ). Îáû÷íî l,m ≤ n.

Ïðèìåð 1.2. Êîñìè÷åñêèé àïïàðàò (ÊÀ) ñîâåðøàåò ïî-
ñàäêó íà ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû áåç àòìîñôåðû (ðèñóíîê
1.2). Ïðîöåññ ïîñàäêè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ṁ = −p,
Ḣ = v,

mv̇ = −mg + qp,
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ãäå m � ìàññà ÊÀ; H � âûñîòà íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû;
v � ñêîðîñòü ñïóñêà; p � ñêîðîñòü ðàñõîäà òîïëèâà (óïðàâ-
ëåíèå); q � ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ âåëè÷èíó ðåàê-
òèâíîé òÿãè; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè ìÿãêîé
ïîñàäè ÊÀ.

H
qp

mgv

Ðèñóíîê 1.2 � Ïîñàäêà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, âõîäà
è âûõîäà: x1 = m; x2 = H; x3 = v; u = p; y = H. Ïîëó÷èì
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

ẋ1 = −u,
ẋ2 = x3,

ẋ3 = −g + qu/x1,

y = x2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå

12



ÊÀ,

f(x, u, t) =


−u

x3

−g +
qu

x1

 , h(x, u, t) = x2.

Ñèñòåìó (1.1) ñ îäíèì âõîäîì îäíèì âûõîäîì áóäåì
íàçûâàòü ñêàëÿðíîé (îäíîìåðíîé, îäíîñâÿçíîé). Ñèñòåìó
ñ íåñêîëüêèìè âõîäàìè íåñêîëüêèìè âûõîäàìè � ìíîãî-
ñâÿçíîé (ìíîãîìåðíîé, ìíîãîêàíàëüíîé). Ñèñòåìó áóäåì
íàçûâàòü ñòàöèîíàðíîé, åñëè ôóíêöèè f è h íå çàâèñÿò îò
t.

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = A(t)x+B(t)u,

y = C(t)x+D(t)u,

ãäå A(t), B(t), C(t), D(t) � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî ðàçìå-
ðîâ n × n, n × m, l × n, l × m. Â ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå
A,B,C,D � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû.

Ëèíåéíàÿ ñêàëÿðíàÿ ñèñòåìà âî âðåìåííîé îáëàñòè
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

y(n)+a1y
(n−1)+...+any = b0u+b1u

(1)+...+bn−1u
(n−1). (1.2)

Â ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.2) íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Îïåðàòîðíàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ (1.2) èìååò ñëåäóþùèé
âèä

a(p)y = b(p)u.

Çäåñü p � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìíîãî÷ëåíû

a(p) = pn + a1p
n−1 + ...+ an,

b(p) = b0 + b1p+ ...+ bn−1p
n−1
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ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1.2).
Êàê ïðàâèëî, ìîæíî ïåðåéòè îò îïèñàíèÿ ¾âõîä-

âûõîä¿ ê îïèñàíèþ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è íàîáîðîò.
Ïóñòü, íàïðèìåð, èñõîäíîå îïèñàíèå ñèñòåìû çàäàíî óðàâ-
íåíèåì

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ any = b0u.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îïèñàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-
íèé. Îïðåäåëèì ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ: x1 = y, x2 = y(1),
..., xn = y(n−1) è çàïèøåì óðàâíåíèÿ

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

...

ẋn = −anx1 − an−1x2 − ...− a1xn + b0u.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó

ẋ = Ax+Bu, y = Cx,

ãäå

x =


x1

x2
...

xn−1

xn

 , A =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1

−an −an−1 −an−2 . . . −a1



B =


0

0
...

0

b0

 , C =
[
1 0 . . . 0

]
, D = 0.
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Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîëíîå îïèñàíèå îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ â âèäå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Â òî æå âðåìÿ ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ,
êàê ïðàâèëî, ïåðåõîäÿò ê ïðèáëèæ¼ííîìó ëèíåéíîìó îïè-
ñàíèþ. Òàêîé ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ìíîãîñâÿçíóþ ñèñòåìó

ẋ = f(x, u, t),

y = h(x, u, t).

Ïóñòü íåêîòîðûé ðàáî÷èé (íîìèíàëüíûé) ðåæèì ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âõîäîì ū(t), ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òðàåêòîðèåé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé x̄(t) è
âûõîäîì ȳ(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ũ = u− ū, x̃ = x− x̄, ỹ = y − ȳ

îòêëîíåíèå ôàêòè÷åñêîãî âõîäà, òðàåêòîðèè è âûõîäà
îò íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü îòêëîíåíèÿ
íåáîëüøèìè.

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè f è h â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷èì
ïðèáëèæ¼ííîå ëèíåéíîå îïèñàíèå â âèäå

˙̃x = Ax̃+Bũ,

ỹ = Cx̃+Dũ,
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ãäå

A =


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

...
. . .

...

∂fn
∂x1

. . .
∂fn
∂xn

 , B =


∂f1
∂u1

. . .
∂f1
∂um

...
. . .

...

∂fn
∂u1

. . .
∂fn
∂um

 ,

C =


∂h1
∂x1

. . .
∂h1
∂xn

...
. . .

...

∂hl
∂x1

. . .
∂hl
∂xn

 , D =


∂h1
∂u1

. . .
∂h1
∂um

...
. . .

...

∂hl
∂u1

. . .
∂hl
∂um


� ìàòðèöû ßêîáè, ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ïåðâûõ ïðî-
èçâîäíûõ.

Ïðèìåð 1.3. Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíàÿ
ïîäâåñêà (ðèñóíîê 1.3). Òîê â ýëåêòðîìàãíèòå ñîçäà¼ò
ýëåêòðîìàãíèòíóþ ñèëó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà øàð. Çàäà-
÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óäåðæàíèè øàðà íà çàäàí-
íîé âûñîòå.

Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñè-
ëû òîêà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ øàðà îò
ýëåêòðîìàãíèòà. Äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè:

mÿ = mg − kI2

y
,

Lİ +RI = u,

ãäå y � ñìåùåíèå øàðà ïî îòíîøåíèþ ê ýëåêòðîìàãíèòó;
I � ñèëà òîêà; u � âõîäíîå íàïðÿæåíèå; R � ñîïðîòèâëå-
íèå ýëåêòðè÷åñêîé öåïè L � èíäóêòèâíîñòü ýëåêòðè÷åñêîé
öåïè; m � ìàññà øàðà; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
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y

L R

m

I

u

Ðèñóíîê 1.3 � Ìàãíèòíàÿ ïîäâåñêà

Îáúåêò óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Ïåðåéäåì ê
îïèñàíèþ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è âûïîëíèì ëèíåàðè-
çàöèþ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ.

Ïóñòü ȳ åñòü çàäàííîå ïîëîæåíèå øàðà. Â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

0 = mg − kĪ2

ȳ
,

RĪ = ū,

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷èì

Ī =
√
mgȳ/k, ū = RĪ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ: x1 = y;
x2 = ẏ; x3 = I. Ïîëó÷èì îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â
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ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

ẋ1 = x2,

ẋ2 = g − kx23
mx1

,

ẋ3 = −R
L
x3 +

1

L
u,

y = x1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x, u) =


x2

g − kx23
mx1

−R
L
x3 +

1

L
u

 , h(x, u) = x1.

Ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ðàâíû

A =


0 1 0

kx̄23
mx̄21

0 −2kx̄3
mx̄1

0 0 −R
L

 , B =


0

0

1

L

 ,
C =

[
1 0 0

]
, D = 0,

ãäå x̄1 = ȳ, x̄3 = Ī.

1.2 Îïèñàíèå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû
îïèñûâàþòñÿ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè, ïåðåäàòî÷íûìè
ìàòðèöàìè (ìàòðè÷íûìè ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè) è
÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

18



Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè è ïåðåäàòî÷íûå ìàòðèöû ïî-
ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ñèñòåìû
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ïå-
ðåäàòî÷íûì ôóíêöèÿì è ìàòðèöàì, à òàêæå ýêñïåðèìåí-
òàëüíî.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè f(t) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà

f̂(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) f(t) = aϕ(t) + bψ(t), f̂(s) = aϕ̂(s) + bψ̂(s);

2) f(t) = ϕ(1)(t), f̂(s) = sϕ̂(s)− ϕ(0);

3) f(t) = ϕ(n)(t), f̂(s) = snϕ̂(s)−sn−1ϕ(0)−· · ·−ϕ(n−1)(0);

4) f(t) =
∫ t
0
ϕ(t− τ)ψ(τ) dτ, f̂(s) = ϕ̂(s)ψ̂(s).

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ñòàöèîíàðíîé ëè-
íåéíîé ñèñòåìå ñ îäíèì âõîäîì îäíèì âûõîäîì

a(p)y = b(p)u.

Ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷èì îïèñàíèå â ÷à-
ñòîòíîé îáëàñòè

ŷ(s) = ĝ(s)û(s),

ĝ(s) =
b(s)

a(s)
.

Ôóíêöèÿ ĝ(s) íàçûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ñè-
ñòåìû. Ìíîãî÷ëåí a(s) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
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ìíîãî÷ëåíîì ñèñòåìû. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà a(s) åñòü ïîëþñû ñèñòåìû. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà b(s)
íàçûâàþòñÿ íóëÿìè ñèñòåìû.

Ëèíåéíàÿ ìíîãîñâÿçíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du

â ÷àñòîòíîé îáëàñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ŷ(s) = Ĝ(s)û(s).

Ìàòðèöà

Ĝ(s) = C(sE − A)−1B +D

íàçûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåé ñèñòåìû èëè ìàòðè÷-
íîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì îäíèì âûõîäîì (m = 1,
l = 1) ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé
ôóíêöèåé

Ĝ(s) = ĝ(s).

Ñòðóêòóðíûå ñõåìû îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþò-
ñÿ èç áëîêîâ. Êàæäûé áëîê èìååò âõîä, âûõîä è ïåðåäà-
òî÷íóþ ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî çâåíà (ðèñóíîê 1.4).

û ŷĝ

Ðèñóíîê 1.4 � Äèíàìè÷åñêîå çâåíî

Ê ýëåìåíòàðíûì äèíàìè÷åñêèì çâåíüÿì îòíîñÿò:

1) áåçûíåðöèîííîå çâåíî

y = ku,

ĝ(s) = k;
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2) èíåðöèîííîå çâåíî ïåðâîãî ïîðÿäêà

T ẏ + y = ku,

ĝ(s) =
k

Ts+ 1
;

3) èíåðöèîííîå çâåíî âòîðîãî ïîðÿäêà

T1T2ÿ + T1ẏ + y = ku,

ĝ(s) =
k

T1T2s2 + T1s+ 1
;

4) äèôôåðåíöèðóþùåå çâåíî

y = u̇,

ĝ(s) = s;

5) èíòåãðèðóþùåå çâåíî

ẏ = u,

ĝ(s) =
1

s
;

6) íåëèíåéíûå çâåíüÿ y = f(u) òèïà ãèñòåðåçèñà, ëþô-
òà, íàñûùåíèÿ.

Ê ñòðóêòóðíûì ñõåìàì ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå
ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíå-
íèÿ çâåíüåâ (ðèñóíîê 1.5) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïåðå-
äàòî÷íûõ ôóíêöèé

ĝ = ĝ1ĝ2.
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2) Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ
çâåíüåâ (ðèñóíîê 1.6) ðàâíà ñóììå ïåðåäàòî÷íûõ
ôóíêöèé

ĝ = ĝ1 + ĝ2.

3) Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çâåíà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (ðè-
ñóíîê 1.7) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ĝ =
ĝ1

1− ĝ1ĝ2
.

4) Ýêâèâàëåíòíûå ñòðóêòóðíûå ñõåìû â ñëó÷àå ïåðåíî-
ñà òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ñèãíàëà ïîêàçàíû íà ðèñóíêå
1.8.

5) Ýêâèâàëåíòíûå ñòðóêòóðíûå ñõåìû â ñëó÷àå ïåðåíî-
ñà òî÷êè ñóììèðîâàíèÿ ñèãíàëà ïîêàçàíû íà ðèñóíêå
1.9.

û ŷĝ1 ĝ2

Ðèñóíîê 1.5 � Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå çâåíüåâ

û ŷ

ĝ1

ĝ2

+

+

Ðèñóíîê 1.6 � Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå çâåíüåâ
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û ŷĝ1

ĝ2

+

+

Ðèñóíîê 1.7 � Çâåíî ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

û ŷĝ1

ĝ4

+

+

ĝ2 ĝ3

û ŷĝ1

ĝ4ĝ2

+

+
ĝ2 ĝ3

û ŷĝ1

ĝ4/ĝ3

+

+
ĝ2 ĝ3

Ðèñóíîê 1.8 � Ïåðåíîñ òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ñèãíàëà
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û ŷĝ1

ĝ4

+

+

ĝ2 ĝ3

û ŷĝ1

ĝ4/ĝ1

+

+
ĝ2 ĝ3

û ŷĝ1

ĝ4ĝ2

+

+
ĝ2 ĝ3

Ðèñóíîê 1.9 � Ïåðåíîñ òî÷êè ñóììèðîâàíèÿ ñèãíàëà
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1.3 Ýëåêòðîïðèâîä êàê îáúåêò

óïðàâëåíèÿ

Äèíàìèêà ýëåêòðîïðèâîäà ñ ýëåêòðîäâèãàòåëåì ïîñòî-
ÿííîãî òîêà (ðèñóíîê 1.10) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ϕ̇ = ω, (1.3)

Jω̇ = −k1ω + k2I, (1.4)

Lİ +RI = u− k3ω, (1.5)

ãäå ϕ � óãîë ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ; ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âàëà äâèãàòåëÿ; I � ñèëà òîêà; u � óïðàâëÿþùåå íàïðÿæå-
íèå; J � ìîìåíò èíåðöèè, ïðèâåä¼ííûé ê âàëó äâèãàòåëÿ;
L � èíäóêòèâíîñòü ÿêîðíîé öåïè; R � ñîïðîòèâëåíèå ÿêîð-
íîé öåïè; k1, k2, k3 � êîíñòðóêòèâíûå ïàðàìåòðû.

R L

u
ϕ

I

Ðèñóíîê 1.10 � Ýëåêòðîïðèâîä

Ïîñòðîèì îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ñîñòîÿíèé

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du.

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

x =

ϕω
I

 .
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Âûõîä ñèñòåìû y = ϕ. Ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû

A =


0 1 0

0 −k1
J

k2
J

0 −k3
L
−R
L

 , B =


0

0

1

L

 ,
C =

[
1 0 0

]
, D = 0.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû

ĝ(s) = C(sE − A)−1B =

=

k2
JL

s3 +
RJ + k1L

JL
s2 +

k1R + k2k3
JL

s

. (1.6)

Îïèñàíèå ¾âõîä-âûõîä¿ èìååò âèä

y(3) +
RJ + k1L

JL
y(2) +

k1R + k2k3
JL

y(1) =
k2
JL

u.

Ñîñòàâèì ñòðóêòóðíóþ ñõåìó ñèñòåìû. Ïðèìåíÿÿ ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (1.3)-(1.5), ïî-
ëó÷èì àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ̂(s) =
1

s
ω̂(s),

ω̂(s) =
1

Js
(k2Î(s)− k1ω̂),

Î(s) =
1

Ls+R
(û(s)− k3ω̂(s)).

Íà îñíîâå ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòàâëÿåì ñòðóêòóðíóþ ñõå-
ìó (ðèñóíîê 1.11). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé ñõå-
ìû ïîëó÷èì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ (1.6).

Íà ðèñóíêå 1.12 ïîêàçàíà Xcos-ìîäåëü ýëåêòðîïðèâîäà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðóêòóðíîé ñõåìå.
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2 Àíàëèç è ñèíòåç ñèñòåì

ðåãóëèðîâàíèÿ

2.1 Ôîðìóëà Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîé

ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ îäíèì âõîäîì îäíèì âûõîäîì

a(p)y = b(p)u, (2.1)

ãäå p � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

a(p) = pn + a1p
n−1 + · · ·+ an,

b(p) = b0 + b1p+ · · ·+ bn−1p
n−1

� îïåðàòîðíûå ìíîãî÷ëåíû.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ðàâíî y = ȳ + ỹ, ãäå ȳ

� îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

a(p)ȳ = 0,

ỹ � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

a(p)ỹ = b(p)u.

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà

ỹ(t) =

∫ t

t0

g(t, τ)u(τ) dτ,

ãäå g(t, τ) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

g(t, τ) = g0,

g(1)(t, τ) = g1,

...

g(n−1)(t, τ) = gn−1,

(2.2)
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çàäàííûìè ïðè t = τ .
Çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.2) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

b0 = an−1g0 + an−2g1 + · · ·+ gn−1,

b1 = an−2g0 + · · ·+ gn−2,

...

bn−1 = g0.

(2.3)

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ

a(p)ȳ = 0.

Åñëè ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíàÿ, òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîèòü íåëüçÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòà-
öèîíàðíîé ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

λ1, λ2, . . . , λm

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà a(λ), à ÷åðåç n1,
n2, . . . , nm êðàòíîñòè êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì,

a(λ) =
m∏
i=1

(λ− λi)ni .

Äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ λ êðàòíîñòè r ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèå

ȳ(t) = c(t)eλt,

ãäå

c(t) = c0 + c1t+ · · ·+ cr−1t
r−1

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè r − 1 ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.
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Ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé λ è λ̄ êðàòíîñòè
r ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ

ȳ(t) = c1(t)e
Reλt sin(Imλt),

ȳ(t) = c2(t)e
Reλt cos(Imλt),

ãäå c1(t) è c2(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè r − 1 ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñòðîèòñÿ êàê
ñóììà óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ðàâíî

y(t) = ȳ(t) +

∫ t

t0

g(t, τ)u(τ) dτ. (2.4)

Ôîðìóëà (2.4) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè ñèñòåìû
(2.1). Ôóíêöèÿ g(t, τ) íàçûâàåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé ñèñòå-
ìû (2.1).

Ïðèìåð 2.1. Ïîñòðîèì âåñîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû

y(2) + 2y(1) + y = u+ 2u(1).

Çäåñü

a(p) = p2 + 2p+ 1, b(p) = 1 + 2p.

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ȳ(t) = (c0 + c1t)e
−t,

ãäå c0, c1 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Ïî îïðåäåëåíèþ g(t, τ) = ȳ(t), ïðè÷åì,

g(τ, τ) = ȳ(τ) = g0, g(1)(τ, τ) = ȳ(1)(τ) = g1.
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Îïðåäåëèì g0, g1 èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3)

b0 = a1g0 + g1,

b1 = g0.

Ïîëó÷èì g0 = 2, g1 = −3.

Èç ñîîòíîøåíèé

ȳ(τ) = (c0 + c1τ)e−τ = 2,

ȳ(1)(τ) = (c1 − c0 − c1τ)e−τ = −3

íàõîäèì c0 = (2 + τ)eτ , c1 = −eτ . Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

g(t, τ) = (2 + τ − t)e−(t−τ).

2.2 Óñòîé÷èâîñòü ñêàëÿðíûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìó

a(p)y = b(p)u

áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ëþáîå
ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

a(p)ȳ = 0

îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
t→∞

ȳ(t) = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí a(λ) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì èëè ãóðâèöå-
âûì ìíîãî÷ëåíîì.
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Re

Im

λi

Ðèñóíîê 2.1 � Ðàñïîëîæåíèå ïîëþñîâ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé ñèñòåìû

Òåîðåìà 2.1 (Ñïåêòðàëüíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè).
Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
a(λ) (ïîëþñû ñèñòåìû) èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷àñòè (íàõîäÿòñÿ â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè).

Òåîðåìà 2.2 (Êðèòåðèé Ãóðâèöà, ïàðàìåòðè÷åñêèé êðè-
òåðèé óñòîé÷èâîñòè). Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ãëàâíûå äèàãîíàëü-
íûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóðâèöà

H =


a1 1 0 . . . 0

a3 a2 a1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . an
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ñòðîãî áîëüøå íóëÿ

∆1 = a1 > 0,

∆2 = det

[
a1 1

a3 a2

]
> 0,

...

∆n = detH > 0.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà çàâèñÿò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ θ1 è θ2

a(λ) = λ3 +
θ1
θ2
λ2 +

θ2
θ1
λ+ θ1θ2.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó Ãóðâèöà

H =

θ1/θ2 1 0

θ1θ2 θ2/θ1 θ1/θ2

0 0 θ1θ2

 .
Ïî êðèòåðèþ Ãóðâèöà âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà a(λ) ëå-

æàò â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

∆1 =
θ1
θ2
> 0, ∆2 = 1− θ1θ2 > 0, ∆3 = ∆2θ1θ2 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
(ðèñóíîê 2.2) îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

θ1θ2 > 0, θ1θ2 < 1.
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θ1

θ2

0

Ðèñóíîê 2.2 � Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ãîäîãðàôîì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ
äâèæåíèÿ òî÷êè

a(jω) = (jω)n + a1(jω)n−1 + · · ·+ an

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî ∞.

Òåîðåìà 2.3 (Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà, ÷àñòîòíûé êðèòåðèé
óñòîé÷èâîñòè). Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîäîãðàô íà÷èíàåòñÿ íà ïîëî-
æèòåëüíîé ÷àñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè è ïðîõîäèò ïî-
ñëåäîâàòåëüíî n êâàäðàíòîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íå ïîïàäàÿ â íîëü.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîäîãðàôà, ôóíêöèþ a(jω) ñëåäóåò çà-
ïèñàòü â âèäå

a(jω) = u(ω) + jv(ω),

ãäå u(ω) = Re a(ω), v(ω) = Im a(ω). Òî÷êè ãîäîãðàôà îïðå-
äåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè u(ω) è v(ω).

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü

a(λ) = λ5 + 0, 9λ4 + 2, 31λ3 + 1, 251λ2 + 1, 234λ+ 0, 3151.
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Ãîäîãðàô (ðèñóíîê 2.3) ïðîõîäèò ðîâíî n = 5 êâàäðàíòîâ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Ðèñóíîê 2.3 � Ãîäîãðàô àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé
ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ðîáàñòíîé (ãðóáîé) óñòîé÷èâîñòè.
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî A ìíîãî÷ëåíîâ

a(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an

ñ êîýôôèöèåíòàìè

ai ∈
[
ai, ai

]
, ai ≤ ai, i = 1, 2, . . . n.

Ñèñòåìó
a(p)y = b(p)u

áóäåì íàçûâàòü ðîáàñòíî óñòîé÷èâîé, åñëè ýòà ñèñòåìà
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè ëþáîì a(λ) ∈ A.
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Òåîðåìà 2.4 (Õàðèòîíîâ). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâîñòü ÷åòûð¼õ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè

an an−1 an−2 an−3 an−4 . . .

an an−1 an−2 an−3 an−4 an−5 . . .

an an−1 an−2 an−3 an−4 an−5 . . .

an an−1 an−2 an−3 an−4 . . .

Ïðèìåð 2.4. Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿä-
êà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

a(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3, (2.5)

ãäå 0 < ai ≤ ai ≤ ai, i = 1, 2, 3. Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåíû
Õàðèòîíîâà

f1(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3,

f2(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3,

f3(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3,

f4(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3.

Ïðèìåíèì ê ýòèì ìíîãî÷ëåíàì êðèòåðèé Ãóðâèöà, ïî-
ëó÷èì íåðàâåíñòâà

a1 a2 > a3, a1 a2 > a3, a1 a2 > a3, a1 a2 > a3. (2.6)

Âñå íåðàâåíñòâà (2.6) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç íèõ

a1 a2 > a3. (2.7)

Åñëè (2.7) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ìíîãî÷ëåí

a(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3

áóäåò íåóñòîé÷èâ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (2.7) ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðîáàñòíîé óñòîé÷è-
âîñòè ñèñòåìû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (2.5).
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2.3 Âðåìåííûå è ÷àñòîòíûå

õàðàêòåðèñòèêè

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ ñèñòåìó

a(p)y = b(p)u. (2.8)

Ïî ôîðìóëå Êîøè

y(t) = ȳ(t) +

∫ t

t0

g(t, τ)u(τ) dτ.

Èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

ȳ(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

y(t)→ ỹ(t) =

∫ t

t0

g(t, τ)u(τ) dτ

ïðè t→∞.
Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà ¾çàáûâàåò¿ íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ è ïðè áîëüøèõ t âåäåò ñåáÿ òàêæå êàê
è ñèñòåìà ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ôóíêöèÿ g(t, τ) çàâè-
ñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ

g(t, τ) = g(t− τ).

Ïîýòîìó ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

y(t) =

∫ t

0

g(t− τ)u(τ) dτ =

∫ t

0

g(t)u(t− τ) dτ. (2.9)

Èíòåãðàë (2.9) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñâåðòêè. Ïðè-
ìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (2.9), ïîëó÷èì

ŷ(s) = ĝ(s)û(s). (2.10)
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Ñðàâíèâàÿ (2.10) ñ îïèñàíèåì ñèñòåìû (2.8) â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè, âèäèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîé ñè-
ñòåìû è ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëàïëàñà

ĝ(s) =

∫ ∞
0

g(t)e−st dt.

Ðàññìîòðèì ðåàêöèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ñè-
ñòåìû íà òèïîâûå âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ ïðè íóëåâûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ðåàêöèÿ íà ñòóïåíüêó u(t) = 1 íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé
ôóíêöèåé ñèñòåìû

h(t) =

∫ t

0

g(τ) dτ.

Òèïè÷íàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâîé ñèñòåìû ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2.4.

Ðèñóíîê 2.4 � Ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû
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Ïî ïåðåõîäíîé ôóíêöèè îöåíèâàþò êà÷åñòâî ñèñòåìû,
âû÷èñëÿÿ âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè: âðåìÿ ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà, ïåðåðåãóëèðîâàíèå, ÷èñëî êîëåáàíèé.

Èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñëåäóåò,
÷òî

lim
t→∞

h(t) = v =
b0
an

= ĝ(0).

Âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà tp îïðåäåëÿåòñÿ êàê âðå-
ìÿ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

|y(t)− v|
v

100% < δ,

ãäå δ � çàäàííàÿ âåëè÷èíà. Îáû÷íî δ íå äîëæíî áûòü áîëü-
øå 5%.

Ïåðåðåãóëèðîâàíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

σ =
∆max − v

v
100%.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ σ äîëæíî áûòü ìåíüøå 20%.
×èñëî êîëåáàíèé N � ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ôóíêöèè

y(t)−v çà âðåìÿ tp. Êàê ïðàâèëîN íå äîëæíî áûòü áîëüøå
3.

×åì ìåíüøå âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, ïåðåðåãóëè-
ðîâàíèå è ÷èñëî êîëåáàíèé, òåì ëó÷øå êà÷åñòâî ïåðåõîä-
íîãî ïðîöåññà.

Âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò ïîëþñîâ ñèñòå-
ìû. ×åì ìåíüøå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ïîëþñîâ òåì ìåíü-
øå âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Ðåàêöèÿ íà èìïóëüñíûé âõîä òèïà δ-ôóíêöèè íàçûâà-
åòñÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû. Â ñèëó ôèëü-
òðóþùåãî ñâîéñòâà δ-ôóíêöèè èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà ðàâíà âåñîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû

g(t) =

∫ t

0

g(t− τ)δ(τ) dτ.
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Ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ è èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dh(t)

dt
= g(t).

Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ ñèñòåìû íà ãàðìîíè÷åñêèé ñèã-
íàë

u(t) = A sin(ωt+ ϕ),

ãäå A � àìïëèòóäà, ω � ÷àñòîòà, ϕ � ôàçà ñèãíàëà. Âûõîä
ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëîì

y(t) = Ā sin(ωt+ ϕ̄),

ñ àìïëèòóäîé Ā = A|ĝ(jω)| è ôàçîé ϕ̄ = ϕ+arg ĝ(jω). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà ìåíÿåò àìïëè-
òóäó è ôàçó ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà. ×àñòîòà ñèãíàëà ïðè
ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

Ðåàêöèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû íà ãàðìîíè÷åñêèé ñèã-
íàë îïèñûâàåòñÿ ÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Îñíîâ-
íûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè:

ĝ(jω) � àìïëèòóäíî-ôàçîâàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà;

|ĝ(jω)| � àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà;

arg ĝ(jω) � ôàçîâàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà;

Re ĝ(jω) � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà;

Im ĝ(jω) � ìíèìàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà;

20 lg |ĝ(jω)| � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîò-
íàÿ õàðàêòåðèñòèêà.
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Ïðèìåð 2.5. Íà ðèñóíêå 2.5 ïîêàçàíà ðåàêöèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîé ñèñòåìû ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

ĝ(s) =
3 + 30s

s3 + 3s2 + 9.25s+ 7.25

íà òèïîâûå âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ: ðåàêöèÿ íà ñòóïåíüêó
(�); ðåàêöèÿ íà èìïóëüñíûé âõîä (- -); ðåàêöèÿ íà ãàðìî-
íè÷åñêèé âõîä (- ·).

Ðèñóíîê 2.5 � Ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà òèïîâûå âõîäíûå
âîçäåéñòâèÿ

Íà ðèñóíêå 2.6 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà Áîäå, íà êî-
òîðîé ïîêàçàíû ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà è ôàçîâàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. ×à-
ñòîòà ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå.
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Ðèñóíîê 2.6 � Äèàãðàììà Áîäå

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// Ñèñòåìà
s=poly (0 , ' s ' ) ;
a=s^3+3∗ s ^2+9.25∗ s +7.25;
b=3+30∗s ;
sys=s y s l i n ( ' c ' , b , a ) ;
// Ðåàêöèè íà òèïîâûå âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ
T=0 : 0 . 0 1 : 5 ;
y1=csim ( ' step ' ,T, sys ) ;
y2=csim ( ' impuls ' ,T, sys ) ;
d e f f ( ' v=u( t ) ' , ' v=2∗ s i n (3∗ t ) ' ) ;
y3=csim (u ,T, sys ) ;
s c f ( )
p l o t (T, y1 , ' k ' ,T, y2 , ' k−−',T, y3 , ' k− . ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , c$ ' )

43



y l ab e l ( ' $y$ ' )
xgr id ( ) ;
// Äèàãðàììà Áîäå
s c f ( ) ;
bode ( sys , 0 . 0 1 , 1 0 0 )

2.4 Ñèíòåç ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ïî çàäàííûì

ïîëþñàì ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

Â ñèñòåìàõ àâòîìàòèêè ÷àñòî ïðèìåíÿþò òèïîâûå ðå-
ãóëÿòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû òàêèå, êàê ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð.
Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà

ĝ1(s) = kp + ki
1

s
+ kds =

k(s)

s
, k(s) = ki + kps+ kds

2

ñîäåðæèò òðè ñîñòàâëÿþùèå: ïðîïîðöèîíàëüíóþ, èíòå-
ãðàëüíóþ, äèôôåðåíöèðóþùóþ è ñîîòâåòñòâåííî òðè êî-
ýôôèöèåíòà kp, ki, kd.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ĝ2(s) =
b(s)

a(s)

ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ îáúåêòà ðåãóëèðîâàíèÿ. Íà ðè-
ñóíêå 2.7 ïîêàçàíà ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû ñ ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîðîì â êîíòóðå óïðàâëåíèÿ. Çäåñü ȳ � êîìàíäíûé
ñèãíàë, y � âûõîä ñèñòåìû, ε = ȳ − y � îøèáêà ðåãóëèðî-
âàíèÿ. Ñèñòåìà äîëæíà îòðàáàòûâàòü êîìàíäíûé ñèãíàë
è îáëàäàòü ïðèåìëåìûì êà÷åñòâîì ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

ĝ3(s) =
ĝ1(s)ĝ2(s)

1 + ĝ1(s)ĝ2(s)
=

b(s)k(s)

sa(s) + b(s)k(s)
.
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ĝ2(s)ȳ
y+

−

ε
ĝ1(s)

Ðèñóíîê 2.7 � Ñèñòåìà ñ ðåãóëÿòîðîì

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí çàìêíóòîé ñèñòåìû

ā(s) = sa(s) + b(s)k(s).

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà äîëæíà áûòü àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëþñû çàìêíóòîé ñèñòå-
ìû, êîðíè ìíîãî÷ëåíà ā(s), äîëæíû èìåòü îòðèöàòåëüíûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ïî çàäàí-
íûì ïîëþñàì çàìêíóòîé ñèñòåìû äëÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

ĝ2(s) =
b0 + b1s

s2 + a1s+ a2
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí çàìêíóòîé ñèñòåìû ðàâåí

ā(s) = (s2 + a1s+ a2)s+ (b0 + b1s)(ki + kps+ kds
2) =

= (1 + b1kd)s
3 + (a1 + b0kd + b1kp)s

2+

+ (a2 + b0kp + b1ki)s+ b0ki. (2.11)

Çàäàäèì æåëàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí çà-
ìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå

ā(s) = (1 + b1kd)(s− s1)(s− s2)(s− s3) =

= (1 + b1kd)(s
3 + ā1s

2 + ā2s+ ā3). (2.12)
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Çäåñü s1, s2, s3 � ïîëþñû çàìêíóòîé ñèñòåìû. Èõ ìîæíî
çàäàòü âñå ðàâíûìè −r, ãäå r > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ā1 = 3r,
ā2 = 3r2, ā3 = r3.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (2.11) è
(2.12). Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãóëÿòîðà

a1 + b0kd + b1kp = (1 + b1kd)ā1,

a2 + b0kp + b1ki = (1 + b1kd)ā2,

b0ki = (1 + b1kd)ā3.

Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäåb1 0 b0 − b1ā1
b0 b1 −b1ā2
0 b0 −b1ā3


kpki
kd

 =

ā1 − a1ā2 − a2
ā3

 .
Ïóñòü ìàòðèöà ñèñòåìû íåâûðîæäåíà

det

b1 0 b0 − b1ā1
b0 b1 −b1ā2
0 b0 −b1ā3

 6= 0.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëåkpki
kd

 =

b1 0 b0 − b1ā1
b0 b1 −b1ā2
0 b0 −b1ā3


−1 ā1 − a1ā2 − a2

ā3

 .
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè b1 = 0 ïîëó÷èì

kp =
ā2 − a2
b0

, ki =
ā3
b0
, kd =

ā1 − a1
b0

.
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Ýòî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå
ìîæíî óòî÷íèòü â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâà ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà. Íàïðèìåð, ìîæíî óâåëè÷èòü èëè óìåíüøèòü ýòè
êîýôôèöèåíòû. Êîýôôèöèåíò kp âëèÿåò íà âðåìÿ ïåðåõîä-
íîãî ïðîöåññà, êîýôôèöèåíò kd � íà ïåðåðåãóëèðîâàíèå,
êîýôôèöèåíò ki � íà òî÷íîñòü ðåãóëèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2.6. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà êîíòðîëëåðà
(ðåãóëÿòîðà) ïðèâîäà ìàãíèòíîé ãîëîâêè æ¼ñòêîãî äèñêà,
ñõåìà êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2.8.

ϕ

Ðèñóíîê 2.8 � Ñõåìà ïðèâîäà

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàãíèòíîé ãîëîâêè çàïèñè-
ñ÷èòûâàíèÿ æ¼ñòêîãî äèñêà èìååò ñëåäóþùèé âèä

Jϕ̈+ cϕ̇+ k1ϕ = k2I,

ãäå

ϕ � óãëîâîå ïîëîæåíèå ìàãíèòíîé ãîëîâêè;

I � òîê ÿêîðÿ äâèãàòåëÿ;

J � ìîìåíò èíåðöèè ìàãíèòíîé ãîëîâêè;

c � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ;

k1 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû;
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k2 � ìîìåíòíûé êîýôôèöèåíò äâèãàòåëÿ.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíû: J = 0, 01 êãì2; c = 0, 004;
k1 = 10; k2 = 0, 05.

Ðèñóíîê 2.9 � Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ñèñòåìå áåç
óïðàâëåíèÿ

Íà ðèñóíêå 2.9 ïîêàçàí ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ðàçî-
ìêíóòîé ñèñòåìå. Ïîñòðîèì êîíòðîëëåð â âèäå ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîðà. Çàäàäèì æåëàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå ìíîãî÷ëåíà 3-ãî ïîðÿä-
êà, âñå êîðíè êîòîðîãî ðàâíû −30. Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðåãóëÿòîðà: kp = 340; ki = 27000; kd = 179, 2.
Íà ðèñóíêå 2.10 ïîêàçàí ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ñèñòåìå ñ
ðåãóëÿòîðîì ïðè êîìàíäíîì ñèãíàëå ȳ = 1.

Êîððåêòèðóÿ êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà

kp = kp, ki = 5ki, kd = 10kd,

ïîëó÷àåì áîëåå êà÷åñòâåííûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ (ðèñó-
íîê 2.11).
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Ðèñóíîê 2.10 � Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ñèñòåìå ñ
ðåãóëÿòîðîì

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// ÏÈÄ−ðåãóëÿòîð
s=poly (0 , ' s ' ) ;
J=0.01; c =0.004; k1=10; k2=0.05;
a1=c/J ; a2=k1/J ;
a=s^2+a1∗ s+a2 ;
b0=k2/J ; b1=0;
b=b0+b1∗ s ;
r =30;
aa1=3∗r ; aa2=3∗r ^2; aa3=r ^3;
kp=(aa2−a2 )/b0 ;
k i=aa3/b0 ;
kd=(aa1−a1 )/b0 ;
k=k i+kp∗ s+kd∗ s ^2;
// Ìîäåëèðîâàíèå
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Ðèñóíîê 2.11 � Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ñèñòåìå ñ
èñïðàâëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåãóëÿòîðà

// Ñèñòåìà áåç óïðàâëåíèÿ
g=b/a ;
sys=s y s l i n ( ' c ' , g ) ;
T=0 : 0 . 0 01 : 3 ;
y=csim ( ' step ' ,T, sys ) ;
s c f ( )
p l o t (T, y , ' k− ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , ñ$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\ varphi , ðàä . $ ' ) ;
xgr id ( ) ;
// Ñèñòåìà ñ óïðàâëåíèåì
g=b∗k/( a∗ s+b∗k ) ;
sys=s y s l i n ( ' c ' , g ) ;
T=0 : 0 . 0 0 1 : 0 . 3 ;
y=csim ( ' step ' ,T, sys ) ;
s c f ( )
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p lo t (T, y , ' k− ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , ñ$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\ varphi , ðàä . $ ' ) ;
xgr id ( ) ;
// Êîððåêòèðîâêà
kp=kp ;
k i=k i ∗5 ;
kd=kd ∗10 ;
k=k i+kp∗ s+kd∗ s ^2;
g=b∗k/( a∗ s+b∗k ) ;
sys=s y s l i n ( ' c ' , g ) ;
T=0 : 0 . 0 001 : 0 . 0 1 ;
y=csim ( ' step ' ,T, sys ) ;
s c f ( )
p l o t (T, y , ' k− ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , ñ$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\ varphi , ðàä . $ ' ) ;
xgr id ( ) ;

2.5 Ñèíòåç ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ïî

ïåðåõîäíîé ôóíêöèè

Íà ïðàêòèêå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàñòðîéêà ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîðà âîçìîæíà áåç ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ âèäå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì
îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà, ïîëó÷èâ-
øèé íàçâàíèå ìåòîäà Öèãëåðà-Íèêîëüñà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ � ðå-
àêöèÿ îáúåêòà ðåãóëèðîâàíèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âõîäíîå âîç-
äåéñòâèå. Ïî ãðàôèêó ïåðåõîäíîé ôóíêöèè (ðèñóíîê 2.12)
îïðåäåëÿþò íàêëîí R = H/L è çàäåðæêó ∆ ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà. Íàêëîí ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ïåðåõîäíîé
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H

y

L∆

Ðèñóíîê 2.12 � Ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ

ôóíêöèè â òî÷êå èçãèáà ýòîé ôóíêöèè. Êîýôôèöèåíòû ðå-
ãóëÿòîðà âûáèðàþò ðàâíûìè

kp =
1, 2

R∆
, ki =

0, 6

R∆2
, kd =

0, 6

R
.

Ïðèìåð 2.7. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ñêîðîñòüþ
äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ (ïðèìåð 1.1). Íåîáõîäèìî îáåñïå-
÷èòü çàäàííóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íåçàâèñèìî îò ñîïðî-
òèâëåíèÿ àòìîñôåðû è óãëà íàêëîíà ïîâåðõíîñòè äâèæå-
íèÿ.

Â ìîäåëè àâòîìîáèëÿ

mv̇ = −mgcrv −
1

2
ρcdSv

2 −mg sin θ + F,

ó÷ò¼ì äèíàìèêó òðàíñìèññèè â âèäå çâåíà ïåðâîãî ïîðÿä-
êà

T Ḟ + F = ku.

Ïóñòü m = 1500 êã; g = 9, 81 ì/ñ2; cr = 0, 01; ρ = 1, 3;
cd = 0, 32; S = 2, 4 ì2; T = 3; k = 7000. Êîýôôèöè-
åíòû ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà, ðàññ÷èòàííûå ïî ìåòîäó Öèãëåðà-
Íèêîëüñà, ðàâíû: kp = 0, 25; ki = 0, 0625; kd = 0, 25.
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Ðèñóíîê 2.13 � Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ ì/ñ

Íà ðèñóíêå 2.13 ïîêàçàíà ðåàêöèÿ àâòîìîáèëÿ íà èçìå-
íåíèå óãëà íàêëîíà ïîâåðõíîñòè äâèæåíèÿ ñ 0 äî 0,2 ðàä.
Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìà-
òåìàòèêè Scilab ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäñèñòåìû êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Xcos. Íà ðèñóíêå 2.14 ïîêàçàíà Xcos-
ìîäåëü àâòîìîáèëÿ ñ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì â êîíòóðå óïðàâ-
ëåíèÿ.
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3 Óïðàâëÿåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü

3.1 Ôîðìóëà Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé

ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+B(t)u, (3.1)

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u � m-ìåðíûé âåêòîð
óïðàâëåíèÿ.

Ôîðìóëà Êîøè îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû îò óïðàâëåíèÿ. Ôîðìóëà Êîøè ñòðîèòñÿ íà îñíîâå
ïåðåõîäíîé ìàòðèöû ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåõîäíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (3.1) íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

∂Φ(t, τ)

∂t
= A(t)Φ(t, τ)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Φ(τ, τ) = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.1 (Ôîðìóëà Êîøè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû). Ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ðàâíî

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ) dτ.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà îïðå-
äåëÿåòñÿ â âèäå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

Φ(t, τ) = eA(t−τ),

ãäå

eAt = E + At+ A2 t
2

2!
+ . . .

55



Ôîðìóëà Êîøè äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

x(t) = eAtx(0) +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ) dτ.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u.

Ìàòðèöû ñèñòåìû

A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0

1

]
.

Çàìåòèì, ÷òî

A2 =

[
0 0

0 0

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

eAt = E + At =

[
1 t

0 1

]
.

Ôîðìóëà Êîøè ïðèíèìàåò âèä

x(t) =

[
1 t

0 1

]
x(0) +

∫ t

0

[
t− τ

1

]
u(τ) dτ.

3.2 Óïðàâëÿåìîñòü

Ðàññìîòðèì ìíîãîñâÿçíóþ ñèñòåìó, ïîâåäåíèå êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ = f(x, u, t), (3.2)

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u � m-ìåðíûé âåêòîð
óïðàâëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà (3.2) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà íà
èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, t1], åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ x(t0) = x0 è ëþáîãî êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ
x(t1) = x1 ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u(t), t ∈ [t0, t1], êîòî-
ðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç x0 â x1.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü îá óïðàâëÿåìîñòè ñèñòå-
ìû, ïîäðàçóìåâàÿ ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé íåñòàöè-
îíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+B(t)u. (3.3)

Òåîðåìà 3.2 (Êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû). Ñèñòåìà (3.3) óïðàâëÿåìà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè [t0, t1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà

W (t0, t1) =

∫ t1

t0

Φ(t1, t)B(t)BT (t)ΦT (t1, t) dt

íåâûðîæäåííàÿ.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó

ẋ = Ax+Bu. (3.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X(A,B) =
[
B, AB, . . . , An−1B

]
ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç n ñòðîê è nm ñòîëáöîâ. Ìàòðèöó
X(A,B) áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
(3.4).

Òåîðåìà 3.3 (Ïàðàìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé óïðàâëÿåìî-
ñòè). Ñèñòåìà (3.4) óïðàâëÿåìà íà ëþáîì èç èíòåðâàëîâ
âðåìåíè [t0, t1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rankX(A,B) = n.

57



Òåîðåìà 3.4 (Ñïåêòðàëüíûé êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè).
Ñèñòåìà (3.4) óïðàâëÿåìà íà ëþáîì èç èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè [t0, t1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A

rank
[
λE − A, B

]
= n.

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì âìåñòî ¾óïðàâëÿåìîñòü ñè-
ñòåìû¿ ïðèíÿòî ãîâîðèòü ¾óïðàâëÿåìîñòü ïàðû (A,B)¿.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ðàíã ìàòðèöû åñòü ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê
îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà ìàòðèöû. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí
ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê è ìàê-
ñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðè-
öû.

Â ñèñòåìå Scilab ðàíã ìàòðèöû ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè rank(A). Ôóíêöèÿ contr_mat(A,B) âîç-
âðàùàåò ìàòðèöó óïðàâëÿåìîñòè. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
contr(A,B) ìîæíî ïðîâåñòè àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè ïàðû
(A,B).

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îä-
íèì óïðàâëåíèåì

ẋ1 = a1x1 + b1u,

ẋ2 = a2x2 + b2u.

Ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû

A =

[
a1 0

0 a2

]
, B =

[
b1

b2

]
.

Ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè

X(A,B) =
[
B, AB

]
=

[
b1 a1b1

b2 a2b2

]
.
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Ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè êâàäðàòíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

rankX(A,B) = 2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

detX(A,B) = (a2 − a1)b1b2 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óïðàâëÿåìà òîëüêî, åñëè a1 6= a2,
b1 6= 0, b2 6= 0.

3.3 Íàáëþäàåìîñòü

Ðàññìîòðèì ìíîãîñâÿçíóþ ñèñòåìó ñ íåïîëíîé èíôîð-
ìàöèåé î ñîñòîÿíèè

ẋ = f(x, t), y = h(x, t), (3.5)

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, y � l-ìåðíûé âåêòîð èç-
ìåðåíèé. Íåïîëíîòà èíôîðìàöèè îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî èç-
ìåðåíèé ìåíüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (l < n).

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà (3.5) ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà íà
èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, t1], åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òðàåê-
òîðèé x(t) è x̄(t) èç óñëîâèÿ x(t0) 6= x̄(t0) ñëåäóåò, ÷òî
y(t) 6= ȳ(t) ïðè íåêîòîðîì t ∈ [t0, t1].

Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü î íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû, ïðåä-
ïîëàãàÿ ïîëíóþ íàáëþäàåìîñòü.

Äëÿ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x, y = C(t)x (3.6)

ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 3.5 (Êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû). Ñèñòåìà (3.6) íàáëþäàåìà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè [t0, t1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà

V (t0, t1) =

∫ t1

t0

ΦT (t, t0)C
T (t)C(t)Φ(t, t0) dt

íåâûðîæäåííàÿ.

Ðàññìîòðèì êðèòåðèè íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíîé ñòàöè-
îíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax, y = Cx. (3.7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Y (A,C) =


C

CA
...

CAn−1


ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç nl ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Ìàòðèöó
Y (A,C) áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé íàáëþäàåìîñòè ñèñòå-
ìû (3.7).

Òåîðåìà 3.6 (Ïàðàìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé íàáëþäàåìî-
ñòè). Ñèñòåìà (3.7) íàáëþäàåìà íà ëþáîì èç èíòåðâàëîâ
âðåìåíè [t0, t1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rankY (A,C) = n.

Òåîðåìà 3.7 (Ñïåêòðàëüíûé êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè
ñèñòåìû). Ñèñòåìà (3.7) íàáëþäàåìà íà ëþáîì èç èíòåð-
âàëîâ âðåìåíè [t0, t1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A

rank

[
λE − A
C

]
= n.
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Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îä-
íèì èçìåðåíèåì

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 − 2x2,

y = c1x1 + c2x2.

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ c1 è c2, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà íàáëþäàåìà.

Ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû

A =

[
0 1

−1 −2

]
, C =

[
c1 c2

]
.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè

Y (A,C) =

[
C

CA

]
=

[
c1 c2

−c2 c1 − 2c2

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

rankY (A,C) = 2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

detY (A,C) = (c1 − c2)2 6= 0.

Ñîãëàñíî ïàðàìåòðè÷åñêîìó êðèòåðèþ íàáëþäàåìîñòè
ñèñòåìà íàáëþäàåìà ïðè âñåõ c1 6= c2.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î íàáëþäàåìîñòè ïàðû
(A,C), ïîäðàçóìåâàÿ íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû (3.7).

Ñâîéñòâà óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè äóàëüíû â
òîì ñìûñëå, ÷òî ïàðà (A,B) óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íàáëþäàåìà ïàðà (AT , BT ).
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3.4 Àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè è

íàáëþäàåìîñòè ýëåêòðîïðèâîäà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ýëåêòðîïðèâîäà (1.3)-(1.5). Ìàòðè-
öû ñèñòåìû ðàâíû

A =


0 1 0

0 −k1
J

k2
J

0 −k3
L
−R
L

 , B =

0

0
1
L

 .

Ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè

X(A,B) =


0 0

k2
JL

0
k2
JL

−k1k2
J2L

− k2R

JL2

1

L
− R
L2

−k2k3
JL2

+
R2

L3

 .

Ñèñòåìà óïðàâëÿåìà, ïîñêîëüêó rankX(A,B) = 3.
Ïóñòü èçìåðÿåòñÿ óãëîâîå ïîëîæåíèå âàëà äâèãàòåëÿ

y = ϕ.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ñèëà òîêà íå èçìåðÿþòñÿ. Òîãäà

C =
[
1 0 0

]
,

rankY (A,C) = rank


1 0 0

0 1 0

0 −k1
J

k2
J

 = 3.
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Ñèñòåìà íàáëþäàåìà.
Ïóñòü èçìåðÿþòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ñèëà òîêà

y =

[
ω

I

]
.

Â ýòîì ñëó÷àå

C =

[
0 1 0

0 0 1

]
,

Y (A,C) =



0 1 0

0 0 1

0 −k1
J

k2
J

0 −k3
L

−R
L

0
k21
J2
− k2k3

JL
−k1k2
J2
− k2R

JL

0
k1k3
JL

+
k3R

L2
−k2k3
JL

+
R2

L2


.

Ñèñòåìà íåíàáëþäàåìà, ïîñêîëüêó rankY (A,C) = 2.
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4 Óñòîé÷èâîñòü ìíîãîñâÿçíûõ

ñèñòåì

4.1 Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = f(x) (4.1)

ñ íóëåâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ f(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìó (4.1) áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè x(t) èç óñëîâèÿ ‖x(0)‖ ≤ δ ñëåäóåò
‖x(t)‖ ≤ ε ïðè t ≥ 0.

Çäåñü

||x|| =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

� åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìó (4.1) áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ýòà ñèñòåìà ïðîñòî óñòîé÷èâà è
ñóùåñòâóåò h > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè x(t) èç
óñëîâèÿ ‖x(0)‖ ≤ h ñëåäóåò

lim
t→∞

x(t) = 0.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèðóåìûå ïî x
ôóíêöèè V (x) òàêèå, ÷òî V (0) = 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V (x) â ñèëó ñèñòåìû (4.1) (íà
òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû) ðàâíà

V̇ (x) =

(
∂V

∂x

)T
ẋ =

(
∂V

∂x

)T
f(x),
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ãäå

∂V

∂x
=


∂V

∂x1
...
∂V

∂xn

 .
Ïîä îêðåñòíîñòüþ íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåì ïîíèìàòü

ìíîæåñòâî x òàêèõ, ÷òî ||x|| ≤ c, äëÿ íåêîòîðîãî c > 0.
Ñëåäóþùèå òåîðåìû ôîðìóëèðóþò äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòå-
ìû (4.1).

Òåîðåìà 4.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (x), îáëàäàþ-
ùàÿ ñâîéñòâàìè:

1) V (x) > 0, x 6= 0;

2) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò

V̇ (x) ≤ 0,

òî ñèñòåìà (4.1) óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 4.2. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (x), îáëàäàþ-
ùàÿ ñâîéñòâàìè:

1) V (x) > 0, x 6= 0;

2) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò

V̇ (x) < 0, x 6= 0,

òî ñèñòåìà (4.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Ôóíêöèè V (x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåì 4.1,
4.2, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà.
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Ïðèìåð 4.1. Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ1 = −x1 + 3x22,

ẋ2 = −x1x2 − x32.

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà çàïèøåì â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

V (x) =
1

2
(x21 + x22).

Çàìåòèì, ÷òî V (x) > 0 ïðè x 6= 0.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû

V̇ (x) = −(x1 − x22)2 ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óñòîé÷èâà.

Ïðèìåð 4.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = x32 − x31,
ẋ2 = −x1 − x2.

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà áóäåì èñêàòü â âèäå

V (x) = ax21 + bx42,

ãäå a > 0 è b > 0. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â ñèëó
ñèñòåìû ðàâíà

V̇ (x) = 2ax1x
3
2 − 2ax41 − 4bx1x

3
2 − 4bx42.

Ïðè a = 2b ïîëó÷èì

V̇ (x) = −4b(x41 + x42).

Ñëåäîâàòåëüíî,
V̇ (x) < 0, x 6= 0.

Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
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4.2 Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïî ñîáñòâåííûì

÷èñëàì ìàòðèöû ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax. (4.2)

Åñëè ñèñòåìà (4.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî ëþ-
áàÿ òðàåêòîðèÿ x(t) ýòîé ñèñòåìû îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
t→∞

x(t) = 0.

Òåîðåìà 4.3 (Ñïåêòðàëüíûé êðèòåðèé). Äëÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (4.2) íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìå-
ëè îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆(λ) = det(λE − A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A. Ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû A åñòü êîðíè ∆(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòå-
ìà (4.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîðíè ìíîãî÷ëåíà ∆(λ) èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Ïîñëåäíåå ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìî-
ùüþ êðèòåðèåâ Ãóðâèöà è Ìèõàéëîâà.

Ïðèìåð 4.3. Ìàòðèöà ñèñòåìû

ẋ1 = 22x1 − 13x2,

ẋ2 = 45x1 − 26x2

ðàâíà

A =

[
22 −13

45 −26

]
.
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Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

∆(λ) = det(λE − A) = λ2 + 4λ+ 13

è íàéäåì åãî êîðíè

λ1 = −2 + 3j, λ2 = −2− 3j.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

4.3 Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

Äëÿ ñèñòåìû (4.2) ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà áóäåì èñêàòü â
âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

V (x) = xTQx,

ãäå Q � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàò-
ðèöà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðóåò íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ñèì-
ìåòðè÷íîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4.4 (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà

Q =


q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n
...

...
. . .

...

qn1 qn2 . . . qnn


ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ýòîé ìàò-
ðèöû áîëüøå íóëÿ

∆1 = q11 > 0, det

[
q11 q12

q21 q22

]
> 0, . . . detQ > 0.
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Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

QA+ ATQ = −P,

ãäå P � çàäàííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-
íàÿ ìàòðèöà, Q � èñêîìàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 4.5. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) Åñëè ñèñòåìà (4.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî
ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà èìååò åäèíñòâåí-
íîå ñèììåòðè÷íîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîå ðå-
øåíèå Q ïðè ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöå P .

2) Åñëè ïðè íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöå P ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
Ëÿïóíîâà èìååò åäèíñòâåííîå ñèììåòðè÷íîå ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîå ðåøåíèå Q, òî ñèñòåìà
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Èç òåîðåìû 4.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (4.2) äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâ-
íåíèå Ëÿïóíîâà äëÿ îäíîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöû P . Íàïðèìåð, äëÿ åäèíè÷íîé ìàò-
ðèöû.

Ïðèìåð 4.4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 − 2x2

ñ ìàòðèöåé

A =

[
0 1

−1 −2

]
.
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Ñîñòàâèì óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé â
ïðàâîé ÷àñòè

QA+ ATQ = −E.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Q. Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì è ñèììåòðè÷íûì

Q =

[
1, 5 0, 5

0, 5 0, 5

]
.

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû Q ïîäòâåð-
æäàåòñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Â ñèñòåìå Scilab ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè lyap.

4.4 Ëèíåàðèçàöèÿ è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = f(x) (4.3)

ñ íóëåâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x) â ðÿä Òåéëîðà â ò. x = 0.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(0) = 0, ïîëó÷èì

f(x) = f(0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=0

x+ o(‖x‖) = Ax+ ϕ(x).
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Çäåñü

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=0

=


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

. . .
∂fn
∂xn


x=0

.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì ϕ(x), òî ïîëó÷èì ëèíåéíóþ
ñèñòåìó

ẋ = Ax,

êîòîðàÿ ïðèáëèæ¼ííî îïèñûâàåò ñèñòåìó (4.3) ïðè ìàëûõ
x.

Òåîðåìà 4.6. Ñèñòåìà (4.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà, åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ëèíåàðèçî-
âàííîé ñèñòåìû èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå
÷àñòè, è íåóñòîé÷èâà, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõ
÷èñåë èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.

Ïðèìåð 4.5. Äâèæåíèå ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî
òðåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ϕ̇ = ω,

Jω̇ = −mgl sinϕ− cω,

ãäå

ϕ � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò íóëåâîãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ;

ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà;

J = ml2 � ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà;

m � ìàññà ìàÿòíèêà;
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l � äëèíà ìàÿòíèêà;

c � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ.

Ââåäåì ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ: x1 = ϕ; x2 = ω. Óðàâíå-
íèå ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïðèíèìàåò âèä

ẋ = f(x),

ãäå

x =

[
x1

x2

]
, f =

[
x2

−mgl
J

sinx1 − c
J
x2

]
.

Ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ðàâíà

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=0

=

[
0 1

−mgl
J
− c
J

]

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A åñòü êîðíè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

∆(λ) = λ2 +
c

J
λ+

mgl

J
.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû

λ1,2 = − c

2J
±
√

c2

4J2
− mgl

J
.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìåíüøå íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
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5 Ìîäàëüíûé ñèíòåç ìíîãîñâÿçíûõ

ñèñòåì

5.1 Ñèíòåç ñèñòåì ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé

î ñîñòîÿíèè

Îáúåêò óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ = Ax+Bu,

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u � m-ìåðíûé âåêòîð
óïðàâëåíèÿ, A, B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçìåðîâ.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿ-
çè ïî ñîñòîÿíèþ u = Fx, ïðè êîòîðîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

ẋ = (A+BF )x

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû çàìêíóòîé
ñèñòåìû A + BF íàõîäèëèñü â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à ìîäàëüíîãî ñèíòåçà èëè çàäà÷à ìîäàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿ-
çè èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû çà-
ìêíóòîé ñèñòåìû ñ çàäàííûì íàáîðîì çíà÷åíèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðóåò íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìî-
äàëüíîãî ñèíòåçà.

Òåîðåìà 5.1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + BF
ìîæíî ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáèðàÿ ìàòðèöó îáðàòíîé
ñâÿçè F , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (A,B) óïðàâ-
ëÿåìà.
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Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû è êîýôôèöèåíòàìè åå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîýòîìó çàäà÷ó ìîäàëü-
íîãî ñèíòåçà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó íàçíà÷å-
íèÿ æåëàåìîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû
A+BF .

Ïðèìåð 5.1. Áîêîâîå äâèæåíèå ñàìîëåòà (ðèñóíîê 5.1)
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [7]

ẋ = Ax+Bu,

ãäå

A =


0 1 0 0 0

0 −0, 098 0 0, 038 0, 75

0 0 0 1 0

0 −0, 089 0 −1, 52 −3, 4

0 1 0, 38 0, 11 −0, 09

 ,

B =


0 0

−0, 63 0, 16

0 0

0, 9 −2, 3

−0, 016 0

 .

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âêëþ÷àåò ïåðåìåííûå:

x1 = ψ̃ � îòêëîíåíèå óãëà êóðñà (ðàä);

x3 = γ̃ � îòêëîíåíèå óãëà êðåíà (ðàä);

x5 = β̃ � îòêëîíåíèå óãëà ñêîëüæåíèÿ (ðàä);

x2 = ω̃y, x4 = ω̃x � ïðîåêöèè âåêòîðà óãëîâîé ñêîðî-
ñòè íà ñâÿçàííûå îñè êîîðäèíàò (ðàä/ñ).
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Âåêòîð óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò èç óãëà îòêëîíåíèÿ ðóëÿ íà-
ïðàâëåíèÿ u1 = δ̃í (ðàä) è óãëà îòêëîíåíèÿ ýëåðîíîâ
u2 = δ̃ý (ðàä).

γ

β
ψ

Ðèñóíîê 5.1 � Áîêîâîå äâèæåíèå ñàìîëåòà

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå â
âèäå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ. Çàäàäèì æåëàåìûå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû âñå ðàâ-
íûìè ¾-2¿. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè ïðè-
ìåíèì ôóíêöèþ ppol ñèñòåìû Scilab. Ìàòðèöà îáðàòíîé
ñâÿçè ðàâíà:

F =

[
3, 43 6, 72 1, 44 0, 70 1, 67

−7, 22 2, 71 4, 79 2, 22 8, 19

]
.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðè íà-
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÷àëüíîì ñîñòîÿíèè

x =
[
0 0 0, 01 0 0

]T
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 5.2.

Ðèñóíîê 5.2 � Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â çàìêíóòîé ñèñòåìå

5.2 Íàáëþäàòåëè ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìíîãîñâÿçíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñè-
ñòåìó ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé î ñîñòîÿíèè

ẋ = Ax+Bu, y = Cx,

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u � m-ìåðíûé âåêòîð
óïðàâëåíèÿ, y � l-ìåðíûé âåêòîð èçìåðåíèé (âåêòîð âûõî-
äà).
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Ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ñòà-
òè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó u = Fy. Çàìêíóòàÿ
ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ = (A+BFC)x.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ôîðìóëèðóþò äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîäàëüíîãî ñèíòåçà
äëÿ ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî âûõîäó.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè ïàðà (A,B) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C)
íàáëþäàåìà è m + l − 1 ≥ n, òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû A+ BFC ìîæíî ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáèðàÿ
ìàòðèöó F .

Òåîðåìà 5.3. Åñëè ml ≥ n, òî ¾ïî÷òè äëÿ âñåõ¿ ìàòðèö
A,B,C òàêèõ, ÷òî ïàðà (A,B) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C)
íàáëþäàåìà, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A+BFC ìîæ-
íî ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáèðàÿ ìàòðèöó F .

Ñòàòè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî âûõîäó èìååò ñóùå-
ñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåðíîñòüþ ñèñòå-
ìû. Íàïðèìåð, ïðè n = 5, m = 2, l = 2 óñëîâèÿ òåîðåì 5.2,
5.3 íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü ïî âûõîäó,
â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ.

Íàáëþäàòåëü � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðåäíàçíà÷åí-
íàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄
îöåíêó ñîñòîÿíèÿ, ÷åðåç ε = x − x̄ îøèáêó îöåíêè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îøèáêà îöåíêè îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
t→∞

ε(t) = 0.

Òîãäà ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå ìîæíî ñòðîèòü â âèäå
îáðàòíîé ñâÿçè ïî îöåíêå ñîñòîÿíèÿ

u = Fx̄.
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Ðàññìîòðèì íàáëþäàòåëü ïîëíîãî ïîðÿäêà (íàáëþäà-
òåëü Êàëìàíà)

˙̄x = Ax̄+Bu− L(y − Cx̄),

ãäå L � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ íàáëþäàòåëÿ.
Óðàâíåíèå äëÿ îøèáêè îöåíêè èìååò ñëåäóþùèé âèä

ε̇ = (A+ LC)ε.

Ýòî òîæå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è ýòà ñèñòåìà äîëæíà
áûòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Ìàòðèöó L ìîæíî îïðåäåëèòü, ðåøàÿ çàäà÷ó ìîäàëü-
íîãî ñèíòåçà äëÿ ìàòðèöû Ψ = A+LC. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà
Ψ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ΨT = AT + CTLT .
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ΨT ìîæíî ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáè-
ðàÿ ìàòðèöó L, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (AT , CT )
óïðàâëÿåìà.

Â ñèëó äóàëüíîñòè ñâîéñòâ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäà-
åìîñòè ïàðà (AT , CT ) óïðàâëÿåìà, åñëè è òîëüêî åñëè íà-
áëþäàåìà (A,C). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íàáëþäàåìîñòè
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîäàëüíîãî ñèíòåçà íàáëþäàòåëÿ.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = Ax+BFx̄,

˙̄x = −LCx+ (A+BF + LC)x̄,

èëè óðàâíåíèÿìè

ẋ = Φx−BFε,
ε̇ = Ψε,

ãäå Φ = A+BF .
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Â öåëîì ñèñòåìà ñ íàáëþäàòåëåì ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö Φ è Ψ
èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîäàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåìû ñ
íàáëþäàòåëåì ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷ ìîäàëüíîãî
ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé î ñîñòîÿíèè.

Ïðèìåð 5.2. Âíîâü ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè áî-
êîâîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðåíèþ
äîñòóïíû óãîë êóðñà è óãîë êðåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè-
öà

C =

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà íàáëþäàåìà. Ðàñ-
ñ÷èòàåì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ íàáëþäàòåëÿ èç óñëîâèÿ,
÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + LC ðàâíû ¾-3¿.
Ïîëó÷èì

L =


−5, 9 −0, 68

−10, 68 −3, 93

−4, 35 −7, 39

−15, 7 −14, 5

4, 76 5, 39

 .

Ìàòðèöó F âîçüì¼ì èç ïðèìåðà 5.1.
Ìîäåëèðîâàíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ íàáëþäàòåëåì

âûïîëíÿëîñü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x =
[
0 0 0 0 0.01

]T
.

Íà ðèñóíêå 5.3 ïîêàçàíû ãðàôèêè äëÿ óãëà ñêîëüæåíèÿ è
îöåíêè óãëà ñêîëüæåíèÿ.
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Ðèñóíîê 5.3 � Óãîë ñêîëüæåíèÿ (�) è îöåíêà óãëà
ñêîëüæåíèÿ (- -)

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// Ñèñòåìà ñ íàáëþäàòåëåì
func t i on xdot=f ( t , x )

xdot=AA∗x ;
endfunct ion
// Ìàòðèöû ñèñòåìû
A=[ 0 1 0 0 0

0 −0.098 0 0 .038 −0.75
0 0 0 1 0
0 −0.089 0 −1.52 −3.4
0 1 0 .38 0 .11 −0.09 ] ;

B=[ 0 0
−0.63 0 .16
0 0
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0 .9 −2.3
−0.016 0 ] ;

C=[1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 ] ;

// Ìàòðèöà F
r=2;
sp=[−r −r −r −r −r ] ;
F=−ppol (A,B, sp ) ;
// Ìàòðèöà L
C=[1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 ] ;
r=3;
sp=[−r −r −r −r −r ] ;
L=−ppol (A' ,C' , sp ) ' ;
// Ìîäåëèðîâàíèå
AA=[ A B∗F

−L∗C A+B∗F+L∗C ] ;
x0=[0 0 0 0 0 .01 0 0 0 0 0 ] ' ;
T=0 : 0 . 0 1 : 5 ;
X=ode ( x0 , 0 ,T, f ) ;
s c f ( ) ;
p l o t (T,X( 5 , : ) , ' k− ' ,T,X( 1 0 , : ) , ' k−− ');
x l ab e l ( ' $t , c$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\beta$ ' ) ;
xgr id ( ) ;

5.3 Ñèíòåç ñèñòåì ñëåæåíèÿ

Ïóñòü îáúåêò óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = Ax+Bu+ v,

y = Cx,
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ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; u � m-ìåðíûé âåêòîð
óïðàâëåíèÿ; y � l-ìåðíûé âåêòîð âûõîäà; v � ïîñòîÿííîå
íåêîíòðîëèðóåìîå âîçìóùåíèå íà âõîäå ñèñòåìû.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿ-
çè, ïðè êîòîðîì âûõîä ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê çàäàííîìó
çíà÷åíèþ êîìàíäíîãî ñèãíàëà ȳ íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε = ȳ − y îøèáêó ñëåæåíèÿ. Óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû äîïîëíèì óðàâíåíèåì äëÿ èíòåãðàëà îò
îøèáêè ñëåæåíèÿ

ż = ε.

Óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè ñ èíòå-
ãðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

u = Fx+Gz.

Åñëè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

ẋ = (A+BF )x+BGz + v,

ż = −Cx+ ȳ

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî ñîñòîÿíèå ýòîé ñèñòåìû
ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Èç óðàâ-
íåíèÿ äëÿ z ñëåäóåò, ÷òî lim

t→∞
ż(t) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→∞

ε(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
íåîáõîäèìî âûáðàòü ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè F è G òàê,
÷òîáû ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû

Γ =

[
A+BF BG

−C 0

]
èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.
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Ìàòðèöó çàìêíóòîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Γ = Ā+ B̄F̄ ,

ãäå

Ā =

[
A 0

−C 0

]
, B̄ =

[
B

0

]
, F̄ =

[
F G

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Γ ìîæíî
ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáèðàÿ ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè F
è G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (Ā, B̄) óïðàâëÿåìà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðóåò íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìî-
äàëüíîãî ñèíòåçà.

Òåîðåìà 5.4. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Γ ìîæíî
ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáèðàÿ ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè F
è G, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (A,B) óïðàâëÿåìà
è

rank

[
A B

C 0

]
= n+ l.

Ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè ìîæíî íàéòè ðåøàÿ çàäà÷ó
ìîäàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû êàê
çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ.

5.4 Óïðàâëåíèå ýëåêòðîïðèâîäîì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ óãëîâûì ïîëîæåíèåì
âàëà ýëåêòðîïðèâîäà (ðèñóíîê 1.1). Â ìîäåëè ýëåêòðîïðè-
âîäà (1.3), (1.4), (1.5) ó÷ò¼ì ìîìåíò âíåøíèõ ñèë Mc êàê
íåêîíòðîëèðóåìîå âîçìóùåíèå. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíå-
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íèé

ϕ̇ = ω,

Jω̇ = −k1ω + k2I +Mc,

Lİ +RI = u− k3ω.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿ-
çè, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò çàäàííîå óãëîâîå ïîëîæåíèå âàëà
ýëåêòðîïðèâîäà, íåçàâèñèìî îò ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë.

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èìåþò
ñëåäóþùèé âèä

ẋ = Ax+Bu+ v,

y = Cx,

ãäå

x =

ϕω
I

 , v =


0

Mc

J
0

 .

A =


0 1 0

0 −k1
J

k2
J

0 −k3
L
−R
L

 , B =


0

0

1

L

 , C =
[
1 0 0

]
.

Ïàðà (A,B) óïðàâëÿåìà,

rank

[
A B

C 0

]
= 4.
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Ðèñóíîê 5.4 � Ñëåæåíèå çà êîìàíäíûì ñèãíàëîì

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû çàìêíó-
òîé ñèñòåìû ìîæíî ïðîèçâîëüíî çàäàòü, âûáèðàÿ ìàòðè-
öû îáðàòíîé ñâÿçè ñ èíòåãðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

u = Fx+Gz,

ż = ȳ − y,

ãäå ȳ � çàäàííîå óãëîâîå ïîëîæåíèå âàëà äâèãàòåëÿ (êî-
ìàíäíûé ñèãíàë).

Ðàñ÷¼òû âûïîëíÿëèñü ïðè: J = 0, 68; R = 0, 45;
L = 0, 0052; k1 = 7, 5; k2 = 7, 14; k3 = 0, 098. Âñå ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ìàòðèöû ðàñøèðåííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû áû-
ëè âûáðàíû ðàâíûìè ¾-5¿. Êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè
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ðàâíû

F =
[
−0, 2476 0, 07271 0, 4034

]
,

G = 0.3095.

Íà ðèñóíêå 5.4 ïîêàçàíà ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ïåðèîäè÷å-
ñêèé èìïóëüñíûé êîìàíäíûé ñèãíàë ïðè ìîìåíòå âíåøíèõ
ñèë Mc = 20.

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// Çàäà÷à ñëåæåíèÿ äëÿ ýëåêòðîïðèâîäà
func t i on xdot=f ( t , x )

xdot=Gam∗x+[0 20 0 s i gn ( s i n (0 . 5∗ t ) ) ] ' ;
end funct ion
// Ìàòðèöû îáúåêòà óïðàâëåíèÿ
J=0.68; R=0.45; L=0.0052;
k1=7.5; k2=7.14; k3=0.098;
A=[0 1 0

0 −k1/J k2/J
0 −k3/L −R/L ] ;

B=[0
0
1/L ] ;

C=[1 0 0 ] ;
// Ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè
AA=[ A ze ro s (3 , 1 )

−C 0 ] ;
BB=[B

0 ] ;
r=5;
sp=[−r −r −r −r ] ;
FG=−ppol (AA,BB, sp ) ;
// Ìîäåëèðîâàíèå
Gam=AA+BB∗FG;
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x0=[0 0 0 0 ] ' ;
T=0 : 0 . 0 1 : 3 0 ;
X=ode ( x0 , 0 ,T, f ) ;
p l o t (T,X( 1 , : ) , ' k ' ,T, s i gn ( s i n (0 . 5∗T) ) , ' k ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , c$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\ varphi$ ' ) ;
xgr id ( ) ;
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6 Îïòèìèçàöèÿ ñèñòåì ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ

6.1 Íîðìû ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó, ïîâåäå-
íèå êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,

ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; u � âåêòîð âõîäà; y � âåêòîð
âûõîäà.

Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì

ŷ(s) = Ĝ(s)û(s),

ãäå
Ĝ(s) = C(sE − A)−1B

ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíîé
ñèñòåìû ýòî ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà (ìàòðè÷íàÿ ïåðåäàòî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ).

Ïîä íîðìîé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ñèñòåìû ïîíè-
ìàåòñÿ íîðìà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû [8, 9].
Â òåîðèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðè-
âàþò íîðìû

||Ĝ||2 =

(
1

2π

∫ ∞
−∞

tr ĜT (−jω)Ĝ(jω) dω

)1/2

,

||Ĝ||∞ = sup
ω
σmax(Ĝ(jω)).

Çäåñü tr � ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû; σmax(·) � ìàêñèìàëü-
íîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû. Ýòè íîðìû ïîëó÷èëè ñî-
îòâåòñòâåííî íàçâàíèÿ H2-íîðìà è H∞-íîðìà.
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Çàìå÷àíèå 6.1. Ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû åñòü ñóììà å¼
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå 6.2. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû M åñòü
àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé èç îáùèõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèö M∗M è MM∗, ãäå M∗ � ñîïðÿ-
æ¼ííàÿ ê M ìàòðèöà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì îäíèì âû-
õîäîì

||ĝ||2 =

(
1

2π

∫ ∞
−∞
|ĝ(jω)|2 dω

)1/2

,

||ĝ||∞ = sup
ω
|ĝ(jω)|.

Çäåñü |ĝ(jω)| � àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñè-
ñòåìû.

Íîðìà ñèñòåìû ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü âëè-
ÿíèå âõîäà ñèñòåìû íà âûõîä. ×åì ìåíüøå íîðìà, òåì
ìåíüøå âëèÿíèå âõîäà íà âûõîä.

Íîðìû ñèñòåìû ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ ôóíêöèè
Scilab: h2norm äëÿ âû÷èñëåíèÿ H2-íîðìû, è h_norm, linf,
linfn äëÿ âû÷èñëåíèÿ H∞-íîðìû.

Ïðèìåð 6.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = −2x1 + 3x3 + u1,

ẋ2 = −5x2 − 0, 4x3,

ẋ3 = −7x1 − 3x3 + u2,

y1 = x1, y2 = x2.

Ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû

A =

−2 0 3

0 −5 −0, 4

−7 0 −3

 , B =

1 0

0 0

0 1

 , C =

[
1 0 0

0 1 0

]
.
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Çíà÷åíèÿ íîðì

||Ĝ||2 = 0, 41, ||Ĝ||∞ = 0, 27.

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// Ìàòðèöû ñèñòåìû
A=[−2 0 3

0 −5 −0.4
−7 0 −3 ] ;

B=[1 0
0 0
0 1 ] ;

C=[1 0 0
0 1 0 ] ;

// Ñèñòåìà
sys=s y s l i n ( ' c ' ,A,B,C) ;
// Íîðìû
norm2=h2norm( sys ) ;
norminf=h_norm( sys ) ;
d i sp (norm2 , 'H_2= ') ;
d i sp ( norminf , ' H_inf= ') ;

6.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó, ïîâåäå-
íèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = Ax+B1v +B2u,

z = C1x+D12u,

y = C2x+D21v,

ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ; v � âåê-
òîð âîçìóùåíèé (âõîä ñèñòåìû); z � âåêòîð óïðàâëÿåìûõ
ïåðåìåííûõ (âûõîä ñèñòåìû); y � âåêòîð èçìåðåíèé.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) ïàðà (A,B1) ñòàáèëèçèðóåìà, ïàðà (A,C1) äåòåêòè-
ðóåìà;

2) ïàðà (A,B2) ñòàáèëèçèðóåìà, ïàðà (A,C2) äåòåêòè-
ðóåìà;

3) DT
12C1 = 0, DT

12D12 = E ;

4) B1D
T
21 = 0, D21D

T
21 = E.

Çàìå÷àíèå 6.3. Ïàðà ìàòðèö (A,B) íàçûâàåòñÿ ñòàáèëè-
çèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà F òàêàÿ, ÷òî âñå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + BF èìåþò îòðèöàòåëüíûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Çàìå÷àíèå 6.4. Ïàðà ìàòðèö (A,C) íàçûâàåòñÿ äåòåêòè-
ðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà L òàêàÿ, ÷òî âñå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + LC èìåþò îòðèöàòåëüíûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè óïðàâ-
ëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò àñèìï-
òîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû è ïðè ýòîì
ìèíèìèçèðóåò H2 èëè H∞-íîðìó ñèñòåìû, ò.å. íîðìó ïå-
ðåäàòî÷íîé ôóíêöèè Ĝvz(s).

Îïòèìèçàöèÿ ñèñòåì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ñâÿçàíà ñ ðåøå-
íèåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè. Íàïðèìåð, ïðè
îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèþ H2 ðåøàþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè ñëåäóþùåãî âèäà

ATP + PA− PBRBTP + CTC = 0,

ãäå A, B, C, R � çàäàííûå ìàòðèöû, P � èñêîìàÿ ìàòðèöà.
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Óðàâíåíèå Ðèêêàòè íåëèíåéíîå, ïîýòîìó ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî ðåøåíèé. Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ, óðàâíå-
íèå Ðèêêàòè èìååò åäèíñòâåííîå ñèììåòðè÷íîå íåîòðèöà-
òåëüíî èëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîå ðåøåíèå. Â ñèñòå-
ìå Scilab ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè ricc.

6.3 Îïòèìèçàöèÿ ïî êðèòåðèþ H2

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëå-
äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ [8].

Òåîðåìà 6.1. Îïòèìàëüíîå ïî êðèòåðèþ H2 ñòàáèëèçè-
ðóþùåå óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå äèíàìè÷åñêîãî ðåãó-
ëÿòîðà

˙̄x = Āx̄+ B̄y,

u = C̄x̄,

ãäå

Ā = A−B2B
T
2 P −QCT

2 C2,

B̄ = QCT
2 , C̄ = −BT

2 P.

Ìàòðèöû P è Q íàõîäÿòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ äâóõ óðàâ-
íåíèé Ðèêêàòè

ATP + PA− PB2B
T
2 P + CT

1 C1 = 0,

AQ+QAT −QCT
2 C2Q+B1B

T
1 = 0.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = Ax+B2C̄x̄+B1v,

˙̄x = B̄C2x+ Āx̄+ B̄D21v.

Â ñèñòåìå Scilab çàäà÷ó H2-îïòèìèçàöèè ìîæíî ðå-
øèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè lqg. Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèþ ricc äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè.
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6.4 Óïðàâëåíèå ïîäâåñêîé òðàíñïîðòíîãî

ñðåäñòâà

Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ìàññ (êîëåñà è êîðïóñà òðàíñïîðòíîãî
ñðåäñòâà), ñîåäèí¼ííûõ ïðóæèíîé è äåìïôåðîì.

h2

h1

h0

m2

m1

F

k1

b k2

Ðèñóíîê 6.1 � Ïîäâåñêà òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà

Ñõåìà ïîäâåñêè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 6.1. Çäåñü:

h1 � âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå êîëåñà (ì);

h2 � âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå êîðïóñà (ì);

h0 � óðîâåíü ïîâåðõíîñòè (ì);

F � óïðàâëÿþùàÿ ñèëà (Í);

m1 � ìàññà êîëåñà (êã);

m2 � ìàññà êîðïóñà â ðàñ÷åòå íà îäíî êîëåñî(êã);

k1, k2 � êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè êîëåñà è ðåññîðû
(Í/ì);
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b � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ àìîðòèçàòîðà
(Íñ/ì).

Äèíàìèêà ñèñòåìû â îòêëîíåíèÿõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

m1
d2h1
dt2

= −k1(h1 − h0) + k2(h2 − h1) + b

(
dh2
dt
− dh1

dt

)
− F,

m2
d2h2
dt2

= −k2(h2 − h1)− b
(
dh2
dt
− dh1

dt

)
+ F,

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ñî-
ñòîÿíèÿ, óïðàâëåíèÿ è âîçìóùåíèÿ ðàâíû íóëþ. Íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè, êî-
òîðîå îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìóþ ðåàêöèþ ñèñòåìû íà èç-
ìåíåíèÿ óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
äâèæåíèå òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðÿåòñÿ òîëüêî ðàçíîñòü ïåðåìå-
ùåíèé ìàññ

y = h2 − h1 + ε,

ãäå ε � îøèáêà èçìåðåíèé. Âåêòîð óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåí-
íûõ çàäàäèì â âèäå

z =

[
r(h2 − h1)

F

]
,

ãäå r > 0 � âåñîâîé êîýôôèöèåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé
ñèñòåìå:

x =



h1

dh1
dt
h2

dh2
dt


, v =

[
h0

ε

]
, u = F,
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A =



0 1 0 0

−k1 + k2
m1

− b

m1

k2
m1

b

m1

0 0 0 1

k2
m2

b

m2

− k2
m2

− b

m2


,

B1 =



0 0

k1
m1

0

0 0

0 0


, B2 =



0

− 1

m1

0

1

m2


,

C1 =

[
−r 0 r 0

0 0 0 0

]
, D11 =

[
0 0

0 0

]
, D12 =

[
0

1

]
,

C2 =
[
−1 0 1 0

]
, D21 =

[
0 1

]
, D22 =

[
0
]
.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ: m1 = 345; m2 = 2300;
k1 = 510000; k2 = 78000; b = 320; r = 105. Ìàòðèöû îï-
òèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ H2 ðåãóëÿòîðà ðàâíû:

Ā =


−30, 2 1 30, 2 0

−2350 −3, 947 1098 45, 27

5, 415 0 −5, 415 1

30, 03 0, 592 −63, 95 −6, 79

 , B̄ =


−30, 19

−638, 8

5, 415

−4, 954

 ,
C̄ =

[
2452 1042 −80479 −15297

]
.

Ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà âîçìóùåíèå h0 = 0, 1 ïîêàçàíà íà ðè-
ñóíêå 6.2. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îøèáêà èçìåðåíèé ó÷èòû-
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âàëàñü êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì.

Ðèñóíîê 6.2 � Ðåàêöèÿ êîðïóñà íà âîçìóùåíèå: áåç
óïðàâëåíèÿ (�); ñ óïðàâëåíèåì (- -)

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// Îïòèìèçàöèÿ ïîäâåñêè àâòîìîáèëÿ ïî
// êðèòåðèþ H_2
// Ìàòðèöû ñèñòåìû
m1=345; m2=2300; k1=510000; k2=78000; b=320;
A=[0 1 0 0
−(k1+k2 )/m1 −b/m1 k2/m1 b/m1
0 0 0 1
k2/m2 b/m2 −k2/m2 −b/m2 ] ;

B1=[0 0
k1/m1 0
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0 0
0 0 ] ;

B2=[0
−1/m1
0
1/m2 ] ;

r =1.0 e5 ;
C1=[−r 0 r 0

0 0 0 0 ] ;
D11=[0 0

0 0 ] ;
D12=[0

1 ] ;
C2=[−1 0 1 0 ] ;
D21=[0 1 ] ;
D22=[ 0 ] ;
// Ñèíòåç îáðàòíîé ñâÿçè
B=[B1 B2 ] ;
C=[C1

C2 ] ;
D=[D11 D12

D21 D22 ] ;
nn=[1 1 ] ;
sys=s y s l i n ( ' c ' ,A,B,C,D) ;
R=lqg ( sys , nn ) ;
AR=R( 2 ) ;
BR=R( 3 ) ;
CR=R( 4 ) ;
AA=[A B2∗CR

BR∗C2 AR] ;
BB=[B1

BR∗D21 ] ;
// Ñèñòåìà áåç îáðàòíîé ñâÿçè
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sys1=s y s l i n ( ' c ' ,A,B1 , [ 0 0 1 0 ] ) ;
// Ñèñòåìà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ
sys2=s y s l i n ( ' c ' ,AA,BB, [ 0 0 1 0 0 0 0 0 ] ) ;
// Ìîäåëèðîâàíèå
rand ( ' normal ' ) ;
T=0 : 0 . 0 1 : 5 ;
v=[0.1∗ ones (T)

0 .01∗ rand (T ) ] ;
z1=csim (v ,T, sys1 ) ;
z2=csim (v ,T, sys2 ) ;
s c f ( ) ;
p l o t (T, z1 , ' k− ' ,T, z2 , ' k−− ');
x l ab e l ( ' $t , c$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $h_2$ ' ) ;
xgr id ( ) ;

6.5 Îïòèìèçàöèÿ ïî êðèòåðèþ H∞

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèþ H∞, â îòëè÷èå îò çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèþ H2, íå äîïóñêàåò òî÷íîãî
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó âìåñòî çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè êðèòåðèÿ H∞ ðåøàþò çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëè-
çèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

||Ĝvz||∞ < γ

äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. Âûáèðàÿ çíà÷åíèå γ äîñòàòî÷íî
ìàëûì, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó
ïî êðèòåðèþH∞. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [9]
.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü γ > 0. Ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå âèäå
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äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà

˙̄x = Āx̄+ B̄y,

u = C̄x̄,

ïðè êîòîðîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâîé è çíà÷åíèå ||Ĝvz||∞ < γ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

à) óðàâíåíèå Ðèêêàòè

ATP + PA− P (B2B
T
2 − γ−2B1B

T
1 )P + CT

1 C1 = 0

èìååò ñèììåòðè÷íîå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í-
íîå ðåøåíèå P òàêîå, ÷òî ìàòðèöà

A+ (γ−2B1B
T
1 −B2B

T
2 )P

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ;

á) óðàâíåíèå Ðèêêàòè

AQ+QAT −Q(CT
2 C2 − γ−2CT

1 C1)Q+B1B
T
1 = 0

èìååò ñèììåòðè÷íîå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í-
íîå ðåøåíèå Q òàêîå, ÷òî ìàòðèöà

A+Q(γ−2CT
1 C1 − CT

2 C2)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ;

â) ρ(PQ) < γ2, ãäå ρ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû.

Ïðè ýòîì ìàòðèöû ðåãóëÿòîðà ðàâíû

Ā = A+ γ−2B1B
T
1 P +B2C̄ + ZLC2, B̄ = −ZL

C̄ = −BT
2 P, L = −QCT

2 ,

Z = (E − γ−1PQ)−1.
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Çàìå÷àíèå 6.5. Ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èç ìîäóëåé å¼ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë.

Â ñèñòåìå Scilab çàäà÷ó H∞ îïòèìèçàöèè ìîæíî ðå-
øèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé h_inf è ccontrg.

6.6 Óïðàâëåíèå ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì

ñàìîëåòà

θ ϑ

H

V

Ðèñóíîê 6.3 � Ïðîäîëüíîå äâèæåíèå ñàìîëåòà

Ïðîäîëüíîå äâèæåíèå ñàìîëåòà â îòêëîíåíèÿõ îò çà-
äàííîé òðàåêòîðèè ïîëåòà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì [7]

ẋ = Ax+Gu+Rw,

ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u � óïðàâëåíèå, w � âîçìóùåíèå.
Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:

x1 = θ � îòêëîíåíèå óãëà íàêëîíà òðàåêòîðèè (ðàä);

x2 = ϑ � îòêëîíåíèå óãëà òàíãàæà (ðàä);

x3 = ωz � îòêëîíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè òàíãàæà
(ðàä /ñ);
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x4 = H � îòêëîíåíèå âûñîòû (ì).

Óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ îòêëîíåíèåì ðóëÿ âûñîòû
u = δâ (ðàä). Â êà÷åñòâå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñêîðîñòü âåðòèêàëüíîãî âåòðà w (ì/ñ). Ìàòðèöû
ñèñòåìû ðàâíû:

A =


−0, 86 0, 86 0 0, 61 · 10−3

0 0 1 0

4, 85 −4, 85 0, 777 0, 12 · 10−4

257 0 0 0

 ,

G =


0, 0268

0

−1, 625

0

 , R =


0, 0248

0

−0, 019

0

 .

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñèíòåçå ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâà-
þùåãî îïòèìàëüíóþ ðåàêöèþ ñàìîëåòà ïî óãëó òàíãàæà è
âûñîòå íà ïðîèçâîëüíûå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âåòðà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçìåðÿþòñÿ óãîë òàíãàæà è âûñîòà:

y1 = ϑ+ ε1, y2 = H + ε2,

ãäå ε1, ε2 � îøèáêè èçìåðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî â äàííîé
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ñèñòåìå:

B1 =


0, 0248 0 0

0 0 0

−0, 019 0 0

0 0 0

 , B2 =


0, 0268

0

−1, 625

0

 ,

C1 =

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 , D12 =

0

0

1

 ,
C2 =

[
0 1 0 0

0 0 0 1

]
, D21 =

[
0 1 0

0 0 1

]
.

Ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ðàâíû:

Ā =


49, 46 −45, 63 29, 28 67, 36

−871, 3 822, 2 −493, 2 −1135

−1946 1852 −1112 −2552

−337, 4 321, 2 −191, 3 −445, 7

 ,

B̄ =


0, 06310 39, 68

−1, 016 −668, 3

−2, 280 −1502

−0, 3936 −260, 5

 ,
C̄ =

[
1, 701 0, 9039 −1, 199 1, 080

]
.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîêàçà-
íû íà ðèñóíêå 6.4.

Êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scilab:

// Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðîäîëüíûì
// äâèæåíèåì ñàìîëåòà ïî êðèòåðèþ H_inf
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f unc t i on y=w( t )
// Âîçìóùåíèå
y=0;
i f ( t>=0)&(t<=5)

y=2∗t ;
end
i f ( t>5)&(t<=10)

y=10;
end
i f ( t >10)&(t<=20)

y=−2∗t+30;
end
i f ( t >20)&(t<=25)

y=−10;
end
i f ( t >25)&(t<=30)

y=2∗t−60;
end

endfunct ion
// Ìàòðèöû ñèñòåìû
A=[−0.86 0 .86 0 0.00061

0 0 1 0
4 .85 −4.85 0 .777 0.000012
257 0 0 0 ] ;

B1=[0.00248 0 0
0 0 0
−0.019 0 0
0 0 0 ] ;

B2=[ 0 .0268
0
−1.625
0 ] ;

C1=[0 1 0 0
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0 0 0 1
0 0 0 0 ] ;

D11=[0 0 0
0 0 0
0 0 0 ] ;

D12=[0
0
1 ] ;

C2=[0 1 0 0
0 0 0 1 ] ;

D21=[0 1 0
0 0 1 ] ;

D22=[0
0 ] ;

// Ñèíòåç îáðàòíîé ñâÿçè
B=[B1 B2 ] ;
C=[C1

C2 ] ;
D=[D11 D12

D21 D22 ] ;
sys=s y s l i n ( ' c ' ,A,B,C,D) ;
[R, ro ]=h_inf ( sys , [ 2 1 ] , 0 , 2 , 1 0 ) ;
AR=R( 2 ) ;
BR=R( 3 ) ;
CR=R( 4 ) ;
AA=[A B2∗CR
BR∗C2 AR] ;
BB=[B1
BR∗D21 ] ;
// Ìîäåëèðîâàíèå
sys=s y s l i n ( ' c ' ,AA,BB, [ 0 1 0 0 0 0 0 0 ] ) ;
T=0 : 0 . 1 : 5 0 ;
rand ( ' normal ' ) ;
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v= [ ] ;
f o r t=T

v=[v w( t ) ] ;
end
v=[v
0 .001∗ rand (T)
0 .001∗ rand (T ) ] ;
z=csim (v ,T, sys ) ;
s c f ( ) ;
p l o t (T, v ( 1 , : ) , ' k ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , c$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\omega$ ' ) ;
xgr id ( ) ;
s c f ( ) ;
p l o t (T, z , ' k ' ) ;
x l ab e l ( ' $t , c$ ' ) ;
y l ab e l ( ' $\ vartheta$ ' ) ;
xgr id ( ) ;
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Ðèñóíîê 6.4 � Ðåàêöèÿ ñàìîëåòà ïî óãëó òàíãàæà ϑ íà
âîçìóùåíèå ω
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