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1. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ 

 

§ 1. Неопределенный интеграл 

 

Теоретический материал 

 

Функцию  xFy  , заданную на промежутке X , называют перво-

образной для функции  xfy  , заданной на том же промежутке, если 

для всех Xx  выполняется равенство    xfxF  . 

Если функция )(xF  является первообразной функции  xf , то 

множество всех первообразных для  xf  задается формулой CxF )( , 

где C  – постоянное число. 

Совокупность всех первообразных CxF )(  для заданной функ-

ции  xf  называется неопределенным интегралом этой функции и 

обозначается так:   CxFdxxf  )( . 

Операция нахождения первообразной по еѐ производной или не-

определѐнного интеграла по заданной подынтегральной функции на-

зывается интегрированием этой функции. Интегрирование является 

операцией, обратной дифференцированию. 

 

Свойства неопределенного интеграла 

1.     ;xfdxxf 


  

2.     ;dxxfdxxfd   

3.     Cxfdxxdf  ; 

4.   dxxfkdxxkf )()( ; (k–постоянная); 

5.     dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

Заметим, что последнее свойство справедливо для любого числа 

слагаемых в подынтегральной функции. 

 

Таблица основных неопределенных интегралов 

 

I. ,
1

1

C
n

x
dxx

n
n 






 где 1n ;           
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II. Cx
x

dx
 ln ; 

III.   C
a

a
dxa

x
x

ln
;                           

IV.   Cedxe xx ; 

V. 
2 2

arcsin
dx x

C
aa x

 


; 

VI. 









 Cx

Cx

x

dx

arctg

arctg

21
; 

VII. 2

2
ln

dx
x x a C

x a
   


; 

VIII.   Cxdxx cossin ; 

IX.   Cxdxx sincos ; 

X.   Cx
x

dx
tg

2cos
; 

XI.   Cx
x

dx
ctg

2sin
; 

XII. 
2 2

1
ln

2

dx a x
C

a a xa x


 


 

XIII.  


C
a

x

axa

dx
arctg

1
22

. 

Интегралы этой таблицы принято называть табличными. 

 

Основные методы интегрирования 

 

Непосредственное интегрирование 

 

Вычисление интегралов с использованием основных свойств не-

определенных интегралов и таблицы основных неопределѐнных инте-

гралов называется непосредственным интегрированием. 

 

Замена переменной в неопределенном интеграле 

Замена переменной интегрирования является одним из самых 

эффективных приѐмов сведения неопределѐнного интеграла к таб-

личному. Такой приѐм называется также методом подстановки. 
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Теорема 1. Пусть функция  x t  определена и дифференци-

руема на некотором промежутке T , а X некоторое множество зна-

чений этой функции, на котором определена функция  xf . Тогда ес-

ли функция  xf  имеет первообразную на множестве X , то на мно-

жестве T  справедлива формула 

      f x dx f t t dt   .                     (1.1) 

Выражение (1.1) называется формулой замены переменной в не-

определѐнном интеграле. 

Интегрирование по частям 

 

Теорема 2. Пусть функции ( )u x  и ( )v x  определены и дифферен-

цируемы на некотором промежутке X  и функция ( ) ( )u x v x  имеет 

первообразную на этом промежутке. Тогда функция ( ) ( )u x v x  также 

имеет первообразную на промежутке X , причем справедлива форму-

ла  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx    .                 (1.2) 

С учѐтом определения дифференциалов функций равенство (1.2) 

можно переписать в виде 

 duvuvdvu .                                      (1.3) 

Равенство (1.2) или (1.3)  называется формулой интегрирования 

по частям.  

Формулу интегрирования по частям можно применять много-

кратно. 

Рекомендации по использованию метода 

 интегрирования по частям 

 

В интегралах вида 

  dxexP ax ,   dxaxxP sin ,   dxaxxP cos , 

где  xP многочлен относительно x , a некоторое число, полагают 

 xPu  , а все остальные сомножители принимают за dv . 

В интегралах вида 

  lnP x ax dx ,  arcsinP x axdx ,  arccosP x axdx ,  

  dxaxxP arctg ,   dxaxxP arcctg  

полагают   dvdxxP  , а остальные сомножители полагают равной 

функции u . 
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Интегрирование тригонометрических функций 

 

Подстановка t
x


2
tg , которую будем называть универсальной, 

рационализирует интеграл  sin ,cosR x x dx , т. е. сводит его к инте-

гралу от рациональной дроби нового аргумента t; при такой подста-

новке 

 
2

2 2 2

2 1 2
sin , cos , 2arctg , 2 arctg .

1 1 1

t t
x x x t dx t dt dt

t t t

 
    

  
 

Интегралы вида  dxbxaxcossin ,  dxbxaxsinsin ,  dxbxaxcossin  

вычисляются с использованием формул тригонометрии 

    xbaxbabxax  sinsin
2

1
cossin ; 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
sinsin ; 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
coscos . 

При вычислении интеграла  xdxx nm cossin  m и n – четные нату-

ральные числа, применяем формулы понижения степени  

2 1 cos2
cos

2

kx
kx


 , 2 1 cos2

sin
2

kx
kx


 , 

которые позволяют повторным уменьшением вдвое показателей сте-

пеней синуса и косинуса в конечном счете свести рассматриваемые 

интегралы к сумме интегралов от констант и нечетных степеней си-

нуса и косинуса. 

 

Образцы решения задач 

 

Пример 1. Найти  3 5x

dx
. 

Решение. Преобразуем данный интеграл к табличному виду, 

воспользовавшись действиями со степенями:   

Cxdxx
x

dx



3

2

3
3

1

33 2

3

5

1

5

1

5
. 
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Пример 2. Найти 
2

2

2
( 6 3 7)
1

x x dx
x

  


. 

Решение. Преобразуем данный интеграл к табличному виду, 

 воспользовавшись свойствами  4 и 5: 

2 2

2 2

2
( 6 3 7) 2 6 3 7
1 1

dx
x x dx xdx x dx dx

x x
           

 
 

2 3

2arctg 6 3 7
2 3

x x
x x C       .  

Пример 3. Найти .
32

3

2

dx
x

xx



 

Решение. Разложим подынтегральную функцию на слагаемые, 

деля числитель на знаменатель. Затем интегрируем каждое слагаемое 

отдельно: 

.
2

31
ln23.2

32
2

32

3

2

C
xx

xdxxdxx
x

dx
dx

x

xx


 
 

 

Пример 4. Найти  xdx3cos . 

Решение. Умножаем и делим интеграл на 3 и вносим множитель 

3 под знак интеграла, затем под знак дифференциала: 

Cxxxdxdx    3sin
3

1
)3(3cos

3

1
3cos . 

Пример 5. Найти   dxx 7)23( . 

Решение. Применим метод замены переменной. Обозначим 

(3 2 )t x  , тогда 2dt dx   или 
1

2
dx dt  . Получим 

8 8
7 71 1 1 (3 2 )

(3 2 )
2 2 8 2 8

t x
x dx t dt C C


            . 

Пример 6. Найти  sin 3 1 .x dx  

Решение. Целесообразно ввести новую переменную 3 1t x  . То-

гда 3dt dx  или 
1

3
dx dt . Отсюда по формуле (1.1) получаем 

   
1 1 1

sin 3 1 sin cos cos 3 1
3 3 3

x dx tdt t x C         . 

Пример 7. Найти 
x

dxx
2cos

sin
. 

Решение. Введѐм новую переменную cost x . Тогда 
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sindt xdx   или dtdxx sin . В результате подстановки исходный 

интеграл преобразуется к табличному виду  

.
cos

1

112cos

sin 112
2

22
C

x
C

t
C

t
dtt

t

dt

x

dxx











  

Пример 8. Найти   .3 dxxx  

Решение. С целью упрощения подынтегрального выражения по-

ложим 23 tx  . Отсюда 32  tx ,  32  tddx ,   dttddx


 32 , 

 dttdx 3)( 2  ,  dttdx 02  , dttdx 2 . Заменим под знаком интегра-

ла x , 3x   и dx , затем  выполним преобразования и  получаем 

        dtttdttttdxxx 2422 62233   dttdtt 24 62










CttC
tt

dttdtt 35
1214

24 2
5

2

12
6

14
262   

5
3

5

2
x

  .32
3

Cx   

Пример 9. Найти .
3

4

2


Ce

dxe

x

x

 

Решение. Заметим, что   .
224 xx ee   Целесообразно ввести пере-

менную te x 2 . Тогда dtde x 2
,   dtdxe x 

2 , dtdxe x 22
. Заменив 

всюду под интегралом 2xe dх  на 
2

dt
, xe2 на t , получим 

  





.5ln
2

3
5ln

2

3

52

3

52

3 422

22
CeeCtt

t

dt

t

dt xx  

Пример 10. Найти .
cos3

sin2

2


 x

dxx
 

Решение.  Введѐм переменную cost x .  Тогда  sindt xdx    . 

Заменив всюду под интегралом dxxsin  на dt , xcos  на t , получим  

.cos3cosln2

3ln2
3

2
cos3

sin2

2

2

22

Cxx

Ctt
t

dt

x

dxx







  

Пример 11. Найти   dxxx sin)3( . 

Решение. Применяем формулу интегрирования по частям. Поло-

жим 3 xu , dxxdv sin , тогда dxdu  , xdxxv cossin  , по 

формуле (1.3) получим 
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Cxxxdxxxxdxxx   sincos)3(coscos)3(sin)3( . 

Пример 12. Найти  3 25 2 3 lnx x x dx  . 

Решение. Положим xu ln ,  3 25 2 3dv x x dx   , тогда 

  dx
x

dxxdu
1

ln 


 ,  3 25 2 3dv x x dx    , откуда 

  





 


x
xx

dxdxxdxxdxxxv 3
12

2
13

5325325
1213

2323  

.3
3

2

4

5 34 xxx   

Следовательно, 

   
















  dx

x
xxxxxxxdxxxx

1
3

3

2

4

5
ln3

3

2

4

5
ln325 343423

4 3
4 35 2 5 2

3 ln 3
4 3 4 3

x x x
x x x x dx dx dx

х х x

  
        
   

  

xxxx ln3
3

2

4

5 34








 3 25 2

3
4 3

x dx x dx dx
 

    
 
    

3 1 2 1
4 3

4 3 4 3

5 2 5 2
3 ln 3

4 3 4 3 1 3 2 1

5 2 5 2
3 ln 3 .

4 3 16 9

x x
x x x x x C

x x x x x x x C

 
 

          
  

 
       
 

 

Пример 13. Найти  dxxxcos7sin . 

Решение. Преобразуем произведение тригонометрических функ-

ций по формуле 

    
1 1 1

sin7 cos sin 7 1 sin 7 1 sin8 sin6
2 2 2

x xdx x x dx xdx xdx         

1 1 1 1
sin cos cos cos

16 12 16 12

1 1
cos8 cos6 .

16 12

t dt z dz t z C

x x C

       

  

 

При вычислении воспользовались заменой переменных 

8t x ,  8dt x dx


 , 8dt dx , 
8

dt
dx   и 6z x , 6dz dx , 

6

dz
dx  . 

Пример 14. Найти  dxx4cos . 
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Решение. Заметим, что 

2
4

2

2cos1
cos 




 


x
x . Следовательно, 

      dxdxxxdxxdxx
4

1
2cos2cos21

4

1
2cos1

4

1
cos 224  

.4sin
32

1

8

1

4

1
sin

32

1

8

1
2sin

4

1

4

1
cos

32

1

8

1
2sin

4

1

4

1
4cos

8

1

8

1
sin

4

1

4

1

2

4cos1

4

1
cos

4

1

4

1
2cos

4

1
2cos

2

1

*)*

2*)

CxxxCuxx

xduuxxxdxxdxt

xdx
x

dttxdxxdxx










*) Делаем подстановку .
2

,2,2
dt

dxdxdtxt   

**) Делаем подстановку .
4

,4,4
du

dxdxduxu   

Пример 15. Найти .
cos45


 x

dx
 

Решение. Полагая z
x


2
tg  и заменяя dxx,cos  через z  указанны-

ми их выражениями, вытекающими из этой подстановки, получим 

.)
2

tg
3

1
(arctg

3

2

3
arctg

3

2

9
2

cos45 2
C

x
C

z

z

dz

x

dx






 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти интегралы. 

1. dx
x

x



2

2)12(
 . 2. dx

x

e
e

x
x


















2cos
3 . 

3. dx
xx

 
















 2

3

7

2

22
 . 4. 

4 3

2

2 2

( 1)

x х х
dx

x

 



. 

5. dxx 34 . 6.   dxx)51sin( . 

7. 
 37x

dx
. 8. 

 dxx 235 . 

9. dx
x

e x


 2

. 10. 
 dxx x2110 . 
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11. 
 xx

dx

32 arcsin1
. 12. 

x

xdx
5cos

sin
. 

13. dx
x

x 
3

cos)13( . 14. 
x

xdx
2sin

. 

15. arctgx xdx . 16.   xdxx cos)32( 2
. 

17. dx
x

x


5 2

ln
. 18. dxx  )1ln( 2

 . 

19. dx
x

7

5
cos2
 . 20. dx

xx

2

3
cos

2
sin . 

21. 
1 sin

dx

x



. 22.
5 2sin 3cos

dx

x x


 
. 

23.  dxxxx 3cos2cossin . 24.  dxxx 2cos3sin 22
. 

25. 
 x

dx

соs3
. 26. 

 x

dx

соs21
. 

 

Ответы 

1. C
xx

x 
18

ln4 . 2.3 tgxe x C  . 

3. 22
arctg 3ln 2

7 7

x
x x C    . 4. 3 21

arctg
3

x x x x C    .  

5. Cx  3)34(
6

1
. 6. Cx  )51cos(

5

1
. 7. Cx  )37ln(

7

1
.  

8. 
3 2

5

3ln5

x

C


 . 9. 2 4xe x C  . 10. 

2110

2ln10

x

C


  . 11.
2(arcsin )

2

x
C






.  

12.
4(cos )

4

x
C



 .13.(9 3)sin 27cos
3 3

x x
x C   .14. ctg ln sinx x x C    . 

15. 21
( arctg arctg )

2
x x x x C   . 16.

2(2 3)sin 4 cos 4sinx x x x x C    . 

17. 3 5 3 55 25
ln

3 9
x x x C  . 18.

2ln( 1) 2 2arctgx x x x C     . 

19.
1 7 10

sin
2 20 7

x
x C  . 20.

1 1
cos2 cos

4 2
x x C   . 21.

2

1 tg
2

C
x

 



. 
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22.
1

1 2arctg
3 3

x
tg

C


 . 23.
1 1 1

cos6 cos4 cos2
24 16 8

x x x C    . 

24.
1 1 1 1 1

sin6 sin 2 sin8 sin 4
4 24 8 32 16

x x x x x C     . 

25.
tg

1 2arctg
2 2

x

C . 26.

1
tg

1 2 3
ln

3 1
tg

2 3

x

C
x







.  

 

§.2. Определенный интеграл 

 

Теоретический материал 
 

Пусть функция  xF  является первообразной для функции  xf  

в некотором промежутке X, а числа a  и b  принадлежат этому проме-

жутку. 

Приращение    aFbF   любой из первообразных функций 

  CxF   при изменении аргумента от ax   до bx   называется опре-

деленным интегралом от a  до b  функции  xf  и обозначается 

 
b

a

dxxf . 

Числа a  и b  называются пределами интегрирования: a нижним, 

b верхним. Отрезок  ba;  называется отрезком интегрирования. 

Функция  xf  называется подынтегральной функцией, а переменная 

x переменной интегрирования.  

 

Формула Ньютона – Лейбница  

  ).()( aFbFdxxf

b

a

                                    (1.4) 

 

Свойства определенного интеграла 

 

1.      dxxfdxxfdxxf

b

c

c

a

b

a

  ,  baс , . 
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2.     

a

b

b

a

dxxfdxxf . 

3.   0
b

b

dxxf . 

4. Если    xgxf   при всех  bax ; , то     

b

a

b

a

dxxgdxxf . 

5.Если   Mxfm   при всех x  из промежутка  ba; , то 

     abMdxxfabm

b

a

  . 

 

Правила вычисления определенных интегралов 

 

1.     

b

a

b

a

dxxfkdxxkf , ( k постоянная). 

2.          

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf . 

3. Интегрирование по частям 

            

b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu | .                                                (1.5) 

4. Замена переменной (подстановка)  tx   делается по формуле  

       




 dtttfdxxf

b

a

,                                    (1.6) 

где   a ,   b  ( f ,  и   непрерывны). 

Приемы вычисления определенных интегралов практически ни-

чем не отличаются от всех тех приемов и методов, которые были рас-

смотрены выше при нахождении неопределенных интегралов. 

Точно так же применяются методы подстановки (замены пере-

менной), метод интегрирования по частям, те же приемы нахождения 

первообразных для тригонометрических, иррациональных и транс-

цендентных функций. Особенностью является только то, что при 

применении этих приемов надо распространять преобразование не 

только на подынтегральную функцию, но и на пределы интегрирова-

ния. Заменяя переменную интегрирования, надо не забыть изменить 

соответственно пределы интегрирования. 
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Вычисление площадей плоских фигур 

 

Известно, что определенный интеграл на отрезке представляет 

собой площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком 

функции  xf . Если график расположен ниже оси Ox , т.е.  xf  < 0, то 

площадь имеет знак “-“, если график расположен выше оси Ox , т.е. 

 xf  > 0, то площадь имеет знак “+” (рис. 1.1). 

Для нахождения суммарной площади используется формула 


b

a

dxxfS )( .                                                (1.7) 

            у 

 

 

 

 

 

       +              + 

 

 
            

       0   a             –           b               x   

 
Рис.1.1 

Площадь фигуры, ограниченной некоторыми линиями, может 

быть найдена с помощью определенных интегралов, если известны 

уравнения этих линий. 

Площадь S  фигуры, ограниченной графиком функции  xfy   

(сверху),  xgy   (снизу) и прямыми ax  , bx  , подсчитывается по 

формуле  

     
b

b

dxxgxfS .                                     (1.8) 

Действительно, в силу геометрического смысла определенного 

интеграла из рисунка имеем  

   1 1

b

aA B b
a

f x dx S  и      aAccBd

b

a

SSdxxg  , поэтому 

               .
11

SSSSdxxgdxxfdxxgxf aAccBbbBaA

b

b

b

a

b

a

   

Рис. 1.2 
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Образцы решения задач 

 

Пример 1. Вычислить  














4

1
2

3
51 dx

x
x . 

Решение. Используя правила 1 и 2, представим определенный 

интеграл в виде суммы трех более простых интегралов, к каждому из 

которых применим формулу Ньютона – Лейбница 

 











4

1

2

1
4

1

4

1

4

1 2

3
5

2

3
51 dxxdxxdxdx

x
x 







|

1
2

12

3
|

2
5|

4

1

1
2

1

4

1

2
4

1

xx
x  

 ||
2

5
|

4

1
2

3

4

1
2

3

4

1 xxx    
2

95
7

2

75
31414

2

5
14 2

3

2

3

22 













 . 

Пример 2. Вычислить dxxx
1

0

arctg . 

Решение. Положим xu arctg , dxxdv  , Следовательно  

  dx
x

dxxdu
21

1





 arctg ,

2

2x
dxxv  . Тогда по формуле (1.5)  

  



1

0
2

2
1

0

21

0 1

1

2
|

2
dx

x

x
x

x
dxxx arctgarctg  










1

0
2

21

0
2

22

1

11

2

1

42

1

12

1
0

2

0
1

2

1
dx

x

x
dx

x

x 
 arctgarctg

 









 






















1

0
2

1

0
22

2

1

1
1

2

1

81

1

1

1

2

1

8
dx

x
dx

xx

x 
 

2

1

4
0

82

1

8
|

2

1
|

2

1

8

1

0

1

0 


xx arctg . 

Пример 3. Вычислить  
4

0

2 9 dxxx . 

Решение. Сделаем замену 
2 9t x  , тогда  92  xddt , 

dxxdt 2 , 
x

dt
dx

2
 . Новые пределы интегрирования находим из соот-

ношения 
2 9t x  . Поэтому если 0x  , то 9902

1 t , если 4x  , 
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то 25942
2 t и получаем 

14 25 25 25
2 2

0 9 9 9

1 1
9

2 2 2

dt
x x dx x t t dt t dt

x
        





|

2

32

1
|

1
2

12

1 25

9

2

3

25

9

1
2

1

tt
 

 
3 3

3 3
2 2

1 1
25 9 25 9

3 3

 
     

 
 

    .
3

98
27125

3

1
35

3

1 33   

Пример 4. Вычислить 
 








2

2
cos1

sin2

x

dxx
. 

Решение. Положим tx  cos1 , тогда   dxxdt


 cos1 , 

dxxdt sin , 
x

dt
dx

sin
 . Новые пределы интегрирования находим из 

соотношения xt cos1 : если 
2


x , то 101

2
cos11 


t , если 

x , то 2)1(1cos12  t . Следовательно,  

 

2 2 2 2 1
22

2 2 2 1
1 1 1

2

2sin
2sin sin 2 2 2

2 11 cos
|

dt
x

xdx dt tx t dt
t tx





 
    

 
    





|
2

1

1

1
2

t
 

.1
2

1
21

2

1
2 

















  

Пример 5. Вычислить 


7

0 3 2)8( x

dx
. 

Решение. Положим tx 8 , тогда   dxxdt


 8 , dxdt 1 , 

dtdx  . Новые пределы интегрирования находим из соотношения 

xt  8 , если 0х , то 8081 t , если 7х , то  1782 t . Та-

ким образом,  

 










 ||
1

8

3

1

1

8

1
3

2
1

8

3

21

8
3 2

7

0
3 2

3

1
1

3

28

tt
dtt

t

dt

x

dx   333 8133 t  

  3213  . 

Пример 6. Вычислить dxxx
e


1

ln . 
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Решение. Применим формулу интегрирования по частям. Положим  

xu ln , dxxdv  , тогда   dx
x

dxxdu
1




 ln ,
2

2x
dxxv   . Следова-

тельно, по формуле (1.5)  

   
e

e
e

dx
x

x
x

x
dxxx

1

2

1

2

1

1

2
|

2
lnln 

e

dxxe
e

1

22

2

1
1

2

1

2
ln ln

4

1

4

1

4

1

2

1
|

2

1

2

1

2

1 2
22

1
22 


e

eexe
e

. 

Пример 7. Вычислить площадь между параболами 
24 xxy   и 

62  xy . 

Решение. Строим графики функций. 

Затем для нахождения точек пересечения 

парабол решим систему уравнений 
2

2

4 ;

6.

y x x

y x

  


 

 

Приравнивая левые части, получим 
22 46 xxx  или 0322  xx  и 

 
2

42

2

3422 2

2,1





x  или 

.3;1 21  xx  

Тогда по формуле (1.8) искомая площадь S  будет равна: 

       





   



|
3

2
2624664

3

1
32

3

1

2
3

1

22 xxxdxxxdxxxxS  

      













3232 1
3

2
12163

3

2
3236 







3

10
18  

.64
3

10
18   

Пример 8. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

2xy  , 
2

1

x
y  , 0y ,  02  xx . 

Решение. Сначала найдем точки пересечения кривых 
2xy   и 

2

1

x
y  , для чего решим систему уравнений  

Рис.1.3 
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











.
1

;

2

2

x
y

xy

 

Из этой системы 
2

2 1

x
x  , 14 x  

или 11 x , 12 x . 

Таким образом, заданная фигура 

является криволинейной трапецией, ог-

раниченной сверху графиком функции 

 













.21,

1

,10,

2

2

x
x

y

xxy

xf  

По формуле вычисления площади (1.7) найдѐм 
2 1 2 2 11 2 21 1 2

2 2
1 2 2

0 0 10 1 1

2

1

| | |
2 1 3 2 1

1 1 1 1 1 1 1 5
0 1 .|

3 3 2 1 3 2 6

dx x x x
S S S x dx x dx

x

x

   
          

  

     
                
     

 

Пример 9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

siny x , xy sin2 , 
4

5
x , 0x . 

Решение. Искомая площадь S  равна 

сумме площадей 1S  и 2S  двух фигур, 

первая из которых ограничена линиями 

xy sin , xy sin2 , 0x , x , вторая 

ограничена линиями xy sin , xy sin2 , 

x , 
4

5
x . 

Вычислим площади 1S  и 2S : 

 

      .211110coscos

|cossinsinsin2
000

1



 





xdxxdxxxS

 

  .1
2

2
cos

4

5
cos|cossinsin2sin

4

5

4

5

4

5

2   













xdxxdxxxS

Рис. 1.4 

Рис.
7 

Рис. 1.5 
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Тогда .293,2
2

2
221  SSS  

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

1. dx
x

x )
1

(
2

1
4

2
  . 

 

2. 
4

0

4sin



xdx. 

3. 


1

0
2)12( x

dx
. 4. dxx 



7

1

2 . 

5. 


2

0
2sin4

cos


x

xdx
. 6. dxxx 3

1

0

54 )1(   . 

7. 


e

xx

dx

1
2 )ln4(

. 8. dxex x31
1

0

2 
 . 

9. dxxx
2

0

2 cos



. 
10. dxx x2)3(

1

0

  . 

11.  
1

0

2 )1ln( dxx . 12. dx
x

xe


1

2

ln
. 

13. xdxx 2
4

0

2 sincos



. 14.
0

3
sin cos

2 2

x x
dx



 . 

15. 


2

0 cos37



x

dx
. 16.

2

0 2sin cos 1

dx

x x




 

. 

17.Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.3,0,
1

2
2




 xx
x

y  

18. Найти площадь криволинейного треугольника, лежащего в 1-й 

четверти и ограниченного линиями .0,,2 2  xxyxy  

19. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.64,84 2  xyxxy  

20. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.4,2,2 2   yyy xx
 

21. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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.1,, 2  xeyey xx
 

22. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.95,253 22 xyyx   

Ответы 

 

1. 
8

21
. 2. 

2

1
. 3. 

3

1
.4. 

3

52
.5. .

6


6. .

8

21
7. .

2

1
arctg

2

1
8. ).1(

3

1
e 9. 

.2
4

2




 10. 
2

5ln 2 1

ln 2


. 11. 

2
22ln


 . 12. 

e

2
1 . 13. 

32


. 14. 0. 

15. 
1 5

arctg
10 2

. 16.
1 3

ln
2 2

. 17.
3

2
. 18. 

6

7
. 19.

24

5
5 . 20.

9
12

ln 4
 . 

21.
2

1

2

2

 е
е

. 22. 5. 

 

§3. Несобственные интегралы с бесконечными пределами 

 

Теоретический материал 

 

Если функция  xf  интегрируема на любом отрезке  ba; , где 

 ba , то полагают 

   


 b

aba

dxxfdxxf lim . 

 

Несобственный интеграл  


a

dxxf  называется сходящимся, если 

существует предел правой части равенства, и называется расходя-

щимся, если указанный предел не существует. Аналогично, если )(xf  

интегрируема на любом отрезке  ba; , где ba  , то полагают 

   


b

aa

b

dxxfdxxf lim . 

Наконец, если функция  xf  интегрируема на любом отрезке 

 ba;  числовой оси, то 

   








b

a
a
b

dxxfdxxf lim . 
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Признаки сходимости несобственных интегралов 

Интеграл  


a

dxxf ;  0a  

а) сходится, если  
mx

M
xf   и 1m ,  

б) расходится, если  
mx

M
xf   и 1m .  

Здесь M  и m постоянные. 
 

Образцы решения задач 
 

Пример 1. Установить сходимость или расходимость интегра-

ла 


1
2x

dx
. 

Решение. 

  






















1
1

lim|
12

limlimlim 1

12

1

2

1
201

2 b

x
dxx

x

dx

x

dx

b

b

b

b

b

b

b

.1101lim
1

lim 
 bb b

 

Следовательно, интеграл сходится. 

Пример 2. Установить сходимость или расходимость интегра-

ла 


a x

dx
;  1a . 

Решение. По определению имеем 

  




aabx
x

dx

x

dx

b

b

a
b

b

aba

lnlnlnlim|lnlimlim . 

Следовательно, интеграл расходится. 

Пример 3. Установить сходимость или расходимость интегра-

ла 


1
3

cos
dx

x

x
. 

Решение. Так как 1cos x , то 
33

1cos

xx

x
 , т.е. подынтегральная 

функция удовлетворяет неравенству  
mx

M
xf    при 13 m  и 

1M . Следовательно, интеграл сходится. 

 



 24 

Пример 4. Установить сходимость или расходимость интегра-

ла
0

3xe dx


 . 

Решение. По определению несобственного интеграла имеем 
0 0 0

3 3 3 3 01 1
lim lim (3 ) lim

3 3

x x x x
a

a a aa a

e dx e dx e d x e
  

       

      .
3

1
10

3

1
1

1

3

1
1

3

1
lim

3

1 03 













 е
еее а

а
 Следова-

тельно, интеграл сходится. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Установить сходимость или расходимость интегралов. 

1.
1

dx

x



 . 2. 
0

cos xdx


 . 3. 
0

xe dx



 . 4. 

2 1

dx

x








. 5. 
1

ln xdx


 . 6. 
2

1

ln xdx

x



 . 

7. 
5

1

dx

x



 . 

Ответы 

 

1.Интеграл расходится. 2. Интеграл расходится. 3. 1. 4.  .  

5. .Интеграл расходится. 6. 1. 7.
2

3
 . 

 

Расчётно-графическая работа №7 

 

1.Найти интегралы. 

1.1. а) dx
xx

xx
 



















5

13

23

2

; б) 
 



33

2

51

3

x

dxx
; 

в)   dxex x2)37( ; г) 
2cos 5xdx . 

1.2. а)  














dx

xx

x

3

22
2

3

; б)   dyyy 13 2
; 

в)  dxxarctg ; г) 2 3
sin

4
x dx . 
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1.3. а)  


















2

3

8

72

xx

x
; б)    dxex xx 232)31( ; 

в)   dxxx 4cos)32( ; г)  xdxx 4cos2sin . 

1.4. а) dx
xx

x
 



















5

21
24

5

; б) 
 32 )9(x

dxx
; 

в) xdxx ln3
 ; г) xdxx

2

3
cos

3

2
sin . 

1.5. а)  











  dx
xx

x x

2

1

10

1
3

1
; 

б) dxxx )35cos( 2  ; 

в)   xdxx 5cos)23( ; г) 2 2
sin

5

x
dx . 

1.6. а)  















dx

xxx
322

2

cos

1

5

3
; б) 

 3

2

25

2

x

dxx
; 

в)   xdxxx ln)12( 5
; г)  xdxx 3cos

5

3
sin . 

1.7. а) dx
хх

 
















2

31

25 2
; б) 

2( 1) arct

dx

x gx



; 

в) dx
x

x


3

ln
; г) dx

xx

3

2
cos

2
sin . 

1.8. а) dx
xx

xxx
 


















22

2

3

15cos
; б) dx

x

x

 sin1

; 

в)   xdxxx ln)23( 2
; г) dx

xx

5

2
sin

3
sin . 

1.9. а) dxxx
xx

 

















 2

3

5

1

2
; б) dx

x

xx


 25ln3 5

; 

в)   xdxx 7cos)23( ; 

 
г) 2 3

cos sin
5 5

x x
dx . 

1.10. а)
2 5

1 1
3 2

7

x dx
x x

 
      

; б) 
3

2

arctg 3

1

x x
dx

x

 



; 

в)   xdxx ln)34( ; 
г) dx

x
x

4

3
cos2cos . 
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1.11. а) dx
xx

xex x

 


















2

3

7

123
; б) dx

x

xx






21

arcsin3
; 

в) 


dx
x

x

5 3

ln3
; г) dx

xx

5

3
cos

7

2
cos . 

1.12. а)  

















dx

xxx

x x

3

3173
22

; б) dxxe x 252 3


 ; 

в) dx
x

x 
5

sin)43( ; г) 2 3
(sin3 cos )

4

x
x dx . 

1.13.а) dxx
xx

x
 


















 7 3

22

3

8

1

cos

cos23
; б) dxxxx )15(3 325 2


 ; 

в)
3(1 3 ) xx e dx ; г) xdxx

7

2
sin

2

3
sin . 

1.14. а) dx
xx

x x
 


















 1

2
4

6

152
; б) 

23

2

3 tg

cos

x
dx

x


 ; 

в) 
3( 3)lnx xdx ; г) xdxx 2cos2sin 22

 . 

1.15. а)  

















  dx
xx

x x 1

22

2

5
8

1)1(
; б)   dxee xx 733 )5( ; 

в)   xdxx 5sin)52( ; г) dx
xx


5

3
cos

9

2
cos . 

1.16. а) dx
xx

xx x

 


















11

3523
2

; б) 
3 6

5

51 x

dxx
; 

в) dxxxex )23( 2  ; г)
2 2

sin3 cos tg
5 5

x x
x dx . 

1.17. а) dx
x

x
x

 















3

33

2

1
)2(

2

2
; б)

3

2

tg 5

cos

x
dx

x


 ; 

в) xdxxx ln)343( 2   ; г) 2 3
(cos cos )

4 8

x x
dx . 

1.18. а)  











 dxxx
x

x 13

2
2

7

5
; 

б) dx
x

ex x




2

1
2 23

; 

в)
7 4

ln x
dx

x
 ; г) xdxxx 5cos3cos2sin . 
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1.19. а)  


















dx

xxx

x
223 4

3

sin

1

2

12
; б) 

 5)5cos3(

sin

x

xdx
; 

в) xdxx  cos)(  ; г)  dx
xx

3

5
sin

5

2
sin . 

1.20. а)  

















  dx
xx

x x 2

2

3

2
2

32
; б) 


dx

x

ctgx
2

10

sin

)35(3
; 

в)    dxex x2)83( ; г)  dx
xx

7

5
sin

2

3
sin . 

1.21.а) dxxx
xx

x x
 




















 1

2

2

32
9

1

3

9
; б) 

 5sin3

cos

x

xdx
; 

в)
4(2 3) xx e dx ; г) dx

x
x

4

3
cos2sin 2 . 

1.22. а) dx
xxxx

x
 


















 5

3

1)32(

2

2

; б) dx
x

xe x


 sin32

; 

в) xdxxx ln)3( 2  ; г) xdx
x 2cos
3

sin . 

1.23. а) dx
x

x
x

 














 3 5

2

2

1
)52(

2

2
; б)   dxxx )53sin( 2

; 

в)   dxex x22 )2( ; г) dx
xx

5

4
cos

5
cos . 

1.24. а) dx
x

x

x

x
 




















3

32
2

23

94

1
; б) 

 5cos

sin
2 x

xdx
; 

в)   xdxx ln)13( 2
; г) dx

x
xx

2
sin2cos2sin . 

1.25. а)  

















 

dx
xx

x
x

x

3

2

14

151 1

22
; б) dx

xx

x






5 2

12
; 

в)   dxxx )1ln()1( 2
; г) dx

xxx

3

2
cos

2
cos

2
sin . 

 

2. Вычислить интегралы 

 

2.1. а)  











1

0
2

2

5

3
3 dx

х
хxx ; 2.2. а)  












1

0

75

4

5
93 dx

х
хx ; 



 28 

б) 


9

4 1

1
dy

y

y
; 

в)   



0

sin xdxx . 

б) 
e

dy
y

y

1

3 3ln
; 

в)  









2/

0

sin
2

 
xdxx . 

2.3. а)   
1

0

2
2 dxx ; 

б) 
2

1
2

1

dy
y

e y

; 

в) 
3/

4/
2sin



 x

xdx
. 

2.4. а)  
















2

1
2

32

2

1234
dx

xx

xх
; 

б) 


1

0
53

2

)12(
dx

x

x
; 

в)   
1

0

3 .)34( dxex x  

2.5. а)  









2

1

2
1

dx
x

x ;  

б) 
 








1

2
3

511 x

dx
; 

в)  
e

xdxx
1

ln
3

. 

2.6. а)  













1

1
2

3 23

2

2
54 dx

х
xx ; 

б) 


1

0
2

3

1

arctg3
dx

x

x
; 

в)  
2/

0

2sin)2(


 xdxx . 

2.7. а)  











3

0
2

32

4

5
3 dx

х
хx ; 

б) 
e

dx
x

x

1

2 2ln
; 

в)  
2/

0

2cos)(


 xdxx . 

2.8. а)   











1

0
2

2
3

2

3
4 dx

x
х ; 

б) dx
x

x




1

0
8

3

16
; 

в) xdxx 
1

0 2
)cos2(


 . 

2.9. а) dx
x

xх


2

1
2

23 43
; 

б) 


2

1

0
2

2

1

arccos
dx

x

x
; 

в)  
1

0

2 )32( dxxe x . 

2.10. а)  











1

0
2

54

9

2
75 dx

х
хx ; 

б) dx
e

e
x

x




1

0
2)52(

; 

в) dxxxx
e

 
1

2 ln)43( . 

2.11. а)  











2

0
2

3

4

5
24 dx

х
x х

; 2.12.а) ;
3

11522

1
2

2

dx
xx

xeх x

 

















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б) 
31

2
0

arctg

1

x
dx

x



; 

 

в)  
2/

0

3cos)12(


xdxx . 

б) dx
x

x




2

6

2)1sin2(

cos





; 

в) dxxx
e

 
1

2 ln)32( . 

2.13. а)  











1

0
2

35

4

5
56 dx

х
хx ; 

б)

1
32

2
0

arcsin

1

x
dx

x



; 

в)  
1

0

3 )23( dxxe x . 

2.14. а)
 

dx
xx

x
 

















4

1
2

2

2

112
; 

б)
 

dx
x

x




1

0
32 23

; 

в)   dxex x5
1

0

23  . 

2.15. а)
1

2
0

3 2
5

1 9
x х dx

x х

 
   

  
; 

 

б) dx
x

x




1

0 52
2

; 

в) 5

1

( 3) ln
e

x xdx . 

2.16. а)   dx
x

x 
















8

1
2

33

2

2
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б) dxxe x



2

0

2sin3cos



; 
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e

 
1

ln)1( . 

2.17. а)  














2

1
2

2
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5
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х
; 
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
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6

3sin
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



; 
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1
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


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




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0
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1
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; 
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
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 
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




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


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2.20. а)   














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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функ-

ций: 

 

3.1.   .1,1
2

 xyxy  3.2. 
1

1
2 


x

y  и .2

2

1
xy  . 

3.3. .8/,2/ 32 xyxy   3.4. .0,23 2  yxxy  

3.5. 12  xy  и .92 xy   3.6. 
223 xxy   и .342  xxy  

3.7. 7,
6

 yx
x

y . 3.8. .4,03 2xyyx   

3.9. 
24 xy   и 2 yx . 3.10. .2,

4

3

xy
x

y   
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3.11.     .1,1
22

 xyxy  3.12. .0,2,2 2  xxyxxy  

3.13. .73,13 2  xyxy  3.14. .0,3,3 2  xxyxxy  

3.15. .3,5 2 xyxy   3.16. .28,4 22 xyxy   

3.17. .0104,4  yxxy  .2;0;2,2.18.3 2  xxxyхху  
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4. Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость. 
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2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

 

§1. Дифференциальные уравнения 

первого порядка 

 

Теоретический материал 

 

Решение различных задач методом систематического моделиро-

вания сводится к отысканию неизвестной функции из уравнения, со-

держащего независимую переменную, искомую функцию и произ-

водные этой функции. Такое уравнение называется дифференциаль-

ным. 

Определение. Решением дифференци-

ального уравнения называется всякая функ-

ция, которая обращает данное уравнение в 

тождество. Приведем пример, приводящий к 

дифференциальному уравнению. 

Рассмотрим задачу нахождения функ-

ции, график которой обладает тем свойст-

вом, что отрезок любой касательной, заклю-

ченной между осями координат, делится 

пополам в точке касания.  

Пусть  xfy   – искомая функция, а  yxM , – произвольная точ-

ка кривой, определяемой этим уравнением; предположим для опреде-

ленности, что кривая расположена в первой четверти (рис. 2.1). По 

условию задачи имеем MABM  , а следовательно, xPAOP  . Из 

рис. 2.1 видно, что  
PA

MP
PAM tg , т.е.  

x

y
180tg , или 

x

y
 tg . 

Учитывая, что tg  есть угловой коэффициент касательной, который 

в точке  yxM ,  равен y , получаем дифференциальное уравнение  

.
x

y
y                             (2.1) 

Решением уравнения (2.1) является всякая функция вида 

,
x

C
y                              (2.2) 

Рис.2.1 

А 
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где С– постоянная. В самом деле, заменив в уравнении (2.1) y  его 

значением из равенства (2.2), получим 

,
x

x

C

x

C












 т.е. 

22 x

C

x

C
 . 

Следовательно, равенство (2.2) опре-

деляет множество функций, обладающих 

указанным в задаче свойством. Графики 

этих функций представляют собой семей-

ство гипербол (рис. 2.2). 

В дальнейшем рассмотрим еще ряд 

примеров, которые показывают, каким 

мощным математическим аппаратом яв-

ляются дифференциальные уравнения 

при решении различных и весьма непро-

стых практических задач.  

Определение. Дифференциальным уравнением называется урав-

нение, содержащее независимую переменную x , искомую функцию y  

и ее производные y , y  ,,
 .ny  Символически дифференциальное 

уравнение записывается так : 
   .0,,,,  nyyyxF   

Определение. Порядком дифференциального уравнения называ-

ется наибольший порядок производных, входящих в данное уравне-

ние. 

Определение. Дифференциальным уравнением первого порядка 

называется уравнение вида 

  .0,, yyxF  

Разрешая последнее уравнение относительно производной y , ес-

ли это возможно, получим 

 ., yxfy                           (2.3) 

Рассмотренный выше пример показывает, что дифференциальное 

уравнение имеет, вообще говоря, бесконечное множество решений. 

При различных значениях постоянной С равенство хСy                                  

определяет различные решения уравнения .хуy                                  

Например, непосредственной подстановкой можно убедиться, 

что функции  1/1  Cxy ,  3/3  Cxy  являются решениями 

уравнения (2.1). 

Рис.2.2 
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Таким образом, каждому дифференциальному уравнению соот-

ветствует, как правило, бесконечная совокупность его решений. 

Определение. Всякое отдельно взятое решение дифференциаль-

ного уравнения называется его частным решением. С геометрической 

точки зрения совокупность всех решений дифференциального урав-

нения представляет собой семейство кривых, называемых интеграль-

ными кривыми, а каждое частное решение представляет отдельную 

интегральную кривую. 

Определение. Функция ),( Cxy   представляет общее решение 

дифференциального уравнения первого порядка, если при любом зна-

чении C  эта функция является решением уравнения  и любое его ча-

стное решение может быть получено из  Cxy ,  при некотором 

значении постоянной C. 

Иногда не удается получить решение дифференциального урав-

нения в явной форме  xy   или  Cxy , , а получают их в неяв-

ной форме, т.е. решение задается формулой вида 

  0, yxФ , или   .0,, CyxФ  

Определение. Выражение   0, yxФ , или   ,0,, CyxФ  в этом 

случае называют интегралом (частным, общим) дифференциального 

уравнения. 

При решении конкретных задач часто необходимо выделить из 

всей совокупности решений дифференциального уравнения то част-

ное решение, которое является ответом на поставленный вопрос. Для 

того, чтобы из всей совокупности решений выделить отдельную инте-

гральную кривую, задают так называемое начальное условие. 

В случае дифференциальных уравнений первого порядка под на-

чальными условиями для его решения  xyy   понимают условия, со-

стоящие в том, что 0yy   при 0xx   , т.е. 

  ,00 yxy   

где  0x  и 0y – заданные числа (начальные данные) такие, что при 

0xx   и 0yy   функция имеет смысл, т.е. существует  00 , yxf . 

Определение. Задача нахождения частного решения дифференци-

ального уравнения, удовлетворяющего заданным начальным услови-

ям, называется задачей Коши. 

В случае дифференциального уравнения первого порядка задача 

Коши формулируется следующим образом: найти решение  xyy   

уравнения  yxfy , , удовлетворяющее при заданных начальных 
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данных  00 , yx  начальному условию   00 yxy  , или, в другой записи, 

00
yy xx  , где  00 , yx – заданные числа. 

Пусть даны начальные данные 3,2 00  yx  и требуется найти 

частное решение  xyy   уравнения (2.1), удовлетворяющее началь-

ному условию   32 y . Выше показано, что функция (2.2) при любом 

C является решением уравнения (2.1).  

Подставим в формулу (2.2) начальные данные 2x , 3y , най-

дем 2/3 C , т.е. 6C . Таким образом, искомым частным решением 

уравнения (2.1) является функция 6 /y x . 

Геометрически решение, удовлетворяющее начальному условию 

  00 yxy  , представляет интегральную кривую, проходящую через 

данную точку  00 , yx . 

Так, общее решение xCy /  уравнения xyy /  определяет 

семейство равносторонних гипербол (см. рис.2.2). Частное решение 

xy /6  определяет гиперболу, проходящую через точку (2;3). 

Рассмотрим различные типы дифференциальных уравнений пер-

вого порядка. 

 

1. Дифференциальные уравнения первого порядка 

с разделяющимися переменными 

 

Определение. Дифференциальное уравнение называется уравне-

нием первого порядка с разделяющимися переменными, если имеет 

следующий вид:  

   .21 yfxfy                       (2.4) 

Для уравнения (2.4) теорема Коши о существовании и единствен-

ности решения может быть сформулирована следующим образом. 

Теорема. Если функция  xf1  непрерывна в интервале  ba; , 

функция  yf2  и ее производная по y непрерывна в интервале  dc; , 

то для любых начальных данных  bax ;0  ,  dcy ;0   существует, 

причем единственное, решение  xy   уравнения (2.4), удовлетво-

ряющее начальному условию   00 yx  . 

Другими словами, при указанных условиях через любую точку 

прямоугольника bxa  , dyc   проходит, и при том единствен-

ная, интегральная кривая уравнения. 

Если   02 yf , то уравнение с разделяющимися переменными 
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(2.10) можно переписать в виде (разделить переменные) 

 
  .1

2

dxxf
yf

dy
                  (2.5) 

Определение. Уравнение вида (2.5) называется уравнением с 

разделѐнными переменными. 

Теорема. Если существуют интегралы 
2 ( )

dy

f y
  и   dxxf1 , то об-

щий интеграл уравнения с разделенными переменными задается 

уравнением 

    ,12 CxFyF   

где  yF2  и  xF1  – некоторые первообразные соответственно функ-

ций - 
 yf2

1
 и 1( )f x . 

При решении дифференциальных уравнений с разделяющимися 

переменными можно руководствоваться следующим алгоритмом: 

1) разделить переменные; 

2) интегрируя почленно полученное уравнение с разделѐнными пере-

менными (2.5), найти его общий интеграл; 

3) найти частный интеграл (или решение), удовлетворяющий началь-

ным условиям (если это требуется). 

 

2.Однородные дифференциальные уравнения 

первого порядка 

 

Легко можно убедиться в том, что  дифференциальные уравнения 

  dyyxdxy
yx

yx
y

xy

xy
y 







 ;

2
;

22

 

не являются уравнениями с разделяющимися переменными. Они яв-

ляются  однородными  уравнениями. 

Определение. Функция  yxg ,  называется однородной функцией 

k  -го порядка, если при любом t  имеет место тождество 

   .,, yxgttytxg k               

Например,   23 52, xyxyxg   – однородная функция третьего 

порядка, т.к.  

     

   .,52

5252,

3233

233323

yxgtxyxt

xytxttytxtxtytxg




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Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 

 yxfy ,  называется однородным, если  yxf ,  – однородная функ-

ция нулевого порядка. 

Дадим понятие однородной функции нулевого измерения. 

Определение. Функция  yxf ,  называется  однородной  функци-

ей нулевого порядка, если  при любом t справедливо тождество  

   .,; yxfytxtf   

Например, функции   ;,1
xy

xy
yxf




  

yx

yx
yxf

2
,

22

2


  – 

однородные функции нулевого измерения, т. к.  

 
 
 

  ;,, 11 yxf
xy

xy

xyt

xyt

txty

txty
ytxtf 














  

 
   
   

 
 

 .,
2222

; 2

22

2

222222222

2 yxf
xy

yx

xyt

yxt

tytx

ytxt

tytx

tytx
yttxf 















  

Чтобы проверить, является ли дифференциальное уравнение од-

нородным уравнением, нужно в этом уравнении  заменить 

.на,на tyytxx  Если после этого t всюду сократится и получится  

первоначальное уравнение, то данное  уравнение – однородное. 

Уравнение   dyyxdxy   является однородным. Действитель-

но, заменив tyytxx на,на , получим   ;dyytxtydxt   

  ,dyytxtydxt  сократив уравнение на t, вернѐмся к исходному 

уравнению. 

Так как функция  yxf ,  в правой части уравнения  yxfy ,  

является однородной функцией нулевого измерения, то, по определе-

нию,    .,, yxfyttxf   Положим в этом тождестве ,
1

x
t   получим 

  ,;1, 









x

y
fyxf  т. е. однородная функция нулевого измерения за-

висит только от отношения у/х. Дифференциальное уравнение перво-

го порядка в этом  случае примет вид .









x

y
fy            

При решении однородных дифференциальных уравнений можно 

руководствоваться следующим алгоритмом: 

1) Сделаем подстановку   zxz
x

y
 , т. е. zxy   а .zxzy   



38 

 

2) После подстановки уравнение 









x

y
fy  примет вид 

 zfzxz  или   ,zzfzx   или   zzf
dx

dz
x  –уравнение с 

разделяющимися переменными. 

 
.

x

dx

zzf

dz



 

3) Интегрируя, находим 
 

  


.c
x

dx

zzf

dz
 

Найдя отсюда выражение z как функции от x, подставим его в ра-

венство ,zxy   получим искомое общее решение однородного диф-

ференциального уравнения первого порядка  

4)Чаще всего не удается  найти явное выражение функции  .xz  

Тогда после интегрирования следует в левую часть вместо z подста-

вить ./ xy  В результате получим общий интеграл (т. е. общее  реше-

ние в неявном виде). 
 

3.Линейные дифференциальные уравнения 

первого порядка 

 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 

 yxfy , называется линейным, если имеет следующий вид: 

   ,xQyxPy                 (2.6) 

где  xP  и  xQ  – заданные функции от x . Приведем теорему Коши 

для линейных уравнений первого порядка. 

Теорема Коши. Пусть  ba;  интервал, в котором функция  xP  и 

 xQ  непрерывна. Тогда для любых  bax ;0   и   ;0y  задача 

Коши с начальными значениями  00 ; yx  имеет единственное реше-

ние, т.е. существует единственное решение  xyy   уравнения (2.6), 

удовлетворяющее начальному условию   00 yxy  . 

Нахождение общего решения линейного дифференциального 

уравнения первого порядка (2.6) сводится к решению двух дифферен-

циальных уравнений с разделенными  переменными с помощью под-

становки 
,vuy                               (2.7) 

где u  и v – неизвестные функции от x . Из (2.7) находим xx vuvuy   

или  
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.
dx

dv
uv

dx

du

dx

dy
y                         

Подставив значения y  и y  в уравнение (2.7), получаем 

   xQvuxP
dx

du
v

dx

dv
u  , или 

    .xQuxP
dx

du
v

dx

dv
u 








        (2.8) 

Так как искомая функция y  подстановкой (2.7) представлена в 

виде произведения двух функций u  и v , то одну из них, например u , 

мы можем выбрать по нашему усмотрению, кроме 0u . Выберем 

функцию так, чтобы 

  ,0 uxP
dx

du
                 (2.9) 

т.е. в качестве функции u  возьмем одно из частных решений 
u урав-

нения (2.9). Решая уравнение (2.9) как уравнение с разделяющимися 

переменными, найдем отличную от нуля функцию 
   dxxPeu . 

Так как функция 
*u  является решением уравнения (2.8), то после 

ее подстановки в уравнение получим  

 xQ
dx

dv
u * , т.е. 

 

 
.

*
dx

xu

xQ
dv  .                    

Решив последнее уравнение как уравнение с разделенными пере-

менными, в котором 
*u  известна, найдем функцию  Cxvv , , содер-

жащую произвольную постоянную С и являющуюся общим решени-

ем уравнения . 

Заменив в равенстве vuy   функции u  и v  найденными значе-

ниями, получим искомое решение    Cxvxuy ,*   уравнения (2.6). 

Рассмотренные выше типы дифференциальных уравнений можно 

классифицировать в виде таблицы:  

1.Уравнения с разделяющимися 

переменными 

   yfxfy 21   


)(yf

dy
=   dxxf1  

2. Однородные уравнения 1 -го 

порядка 









x

y
fy

 
  zxz

x

y
 , zxy  , 

zxzy   

3. Линейные уравнения 1-го по-

рядка 

   xQyxPy   ,vuy                      

xx vuvuy    

4. Уравнения Бернулли     yxQyxPy   ,vuy                              

xx vuvuy   
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Образцы решения задач 

 

Пример 1. Найти частное решение уравнения 

 
2312 xyy  ,если 30 y  при 10 x . 

Решение. Данное уравнение является уравнением с разделяющи-

мися переменными. Заменяем y  на 
dx

dy
, получим

2312 x
dx

dy
y  , 

отсюда  dxxdyy 2312  . 

Интегрируя обе части последнего неравенства,  

найдем    dxxdyy 2312 , или   dxxdxdyy 232 ,  

или C
x

x
y


3

3

2
2

22

, т.е. Cxxy  22
. 

Подставив начальное значение 10 x , 30 y , найдем C: 

C 119 , т.е. C = 9. 

Следовательно, искомый частный интеграл будет 932  xxy , 

или 0923  xyx . 

Пример 2. Найти общее решение уравнения  

  02222  dxxydyyxyx , 0x , .0y  

Решение. Данное уравнение является уравнением с разделяющи-

мися переменными. Разделим переменные. Для этого преобразуем 

данное уравнение, вынося общий множитель слева 
2x : 

  dxxydyyyx 222  . 

Разделим правую и левую части уравнения на 
22 yx : 

  dx
yx

xy
dyyy

yx

x
22

2
2

22

2

 , или 
 

x

dx
dy

y

yy



2

1
, или 

x

dx
dy

y

y


1
. 

Проинтегрируем обе части последнего равенст-

ва: 


x

dx
dy

y

y 1
,  










x

dx
dy

y

1
1 , или 

x

dx

y

dy
dy , откуда 

1lnln Cxyy   – общий интеграл данного уравнения. 

Пример 3. Найти решения уравнения 

  022 22  dyxydxyx . 

Решение. Данное уравнение является однородным, т.к. все сла-

гаемые имеют вторую степень. В данном уравнении функция 
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  22 2, yxyxP  ,   xyyxQ 2,   – однородные второго порядка, тогда 

 
dx

dy
xyyx 22 22  , 

xy

yx
y

dx

dy

2

2 22 
  – однородная нулевого по-

рядка. 

Положим xzy  , откуда zxzxzxzy xxx  . Подставим 

эти выражения в данное уравнение 
xzx

xzx
zxzx






2

2 222

, т.е. 

z

z
zxzx

2

12 2 
 , или z

z

z
x

dx

dz





2

12 2

, приведем правую часть к 

общему знаменателю, получим 
z

zz
x

dx

dz

2

212 22 
 , или .

2

1

z
x

dx

dz
  

Умножим правую и левую части на dx : .
2

1
dx

z
xdz   

Умножим правую и левую части на z2  и разделим на x , получим    

x

dx
dzz 2 . 

Проинтегрируем почленно это уравнение: 


x

dx
dzz2 , откуда Cxz lnln2  , т.е. 

x

C
z ln2  , или 

,
2ze

x

C
 откуда 

2zeСx  . 

Возвращаясь к прежней функции y , находим общий интеграл 

2

2

x

y

eCx


 . 

Пример 4. Найти частное решение уравнения ,2 22 yxyxy   

если 2y  при 1x . 

Решение. Данное уравнение является однородным, т.к. все сла-

гаемые имеют вторую степень. Запишем данное уравнение в виде  

.
2

22

xy

yx
y


                  (2.10) 

Пусть  
xy

yx
yx

2
,

22 
 .  
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Тогда    yx
xy

yx

xyt

ytxt
tytx ,

22
,

22

2

2222

 





 , т.е. оно однород-

ное. Положим zxy  , откуда zxzy  . Подставляя значение y  и 

y  в уравнение (4.10), имеем 
2

222

2zx

xzx
zxz


 ,откуда после сокра-

щения на 
2x  

z

z
zxz

2

1 2
 ,    z

z

z
x

dx

dz





2

1 2

, 
z

zz
x

dx

dz

2

21 22 
 ,    

z

z
x

dx

dz

2

1 2
 . 

Умножим на dx  правую и левую части, получим dx
z

z
dzx

2

1 2
  . 

Разделим правую и левую части уравнения на x  и 
z

z

2

1 2
. Полу-

чаем 
x

dx

z

dzz


 21

2
. 

Интегрируем почленно это уравнение:  

 





 

 x

dx

z

zd

x

dx

z

dzz
2

2

2 1

1

1

2
, т.к.     dzzdzzzd 211 22 


 . 

Получаем Cxz lnln1ln 2  , 
C

x
z ln1ln

1
2 


, откуда 

C

x

x


 21

1
, или   Czx  21 . 

Возвращаясь к прежней функции y , находим общий интеграл  

C
x

y
x 















2

2

1 . 

Подставив в найденное решение начальное условие, найдем  

C














2

2

1

2
11 , т.е. C 41 , или 3C . 

Итак, искомый частный интеграл будет 

31
2

2
















x

y
x , или 0322  xyx . 

Пример 5. Найти общее решение уравнения 

  xxyyx 21 2  . 
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Решение. Разделив все члены данного уравнения на   01 2  x , 

приведем его к виду линейного уравнения 

.
1

2

1 22 x

x

x

xy
y





                    (2.11) 

Здесь  
21 x

x
xP


 ,  

21

2

x

x
xQ


 . 

Положим vuy  , откуда 
dx

du
v

dx

dv
uy  . 

Подставим эти значения y  и y  в уравнение (2.11): 

22 1

2

1 x

x

x

xuv

dx

du
v

dx

dv
u





 . 

Сгруппируем члены, содержащие, например v , и вынесем v  за 

скобку  

22 1

2

1 x

x

x

ux

dx

du
v

dx

dv
u















 . 

Выберем функцию 0u  так, чтобы выражение в скобках обра-

тилось в нуль, т.е. 

.0
1 2





x

xu

dx

du
 

Тогда для нахождения функции v  получим уравнение  

.
1

2
2x

x

dx

dv
u


  

Решаем первое из них как уравнение с разделяющимися пере-

менными (при 0u ): 

0
1 2





x

xu

dx

du
, т.е. 

21 x

dxx

u

du


 . 

Интегрируем почленно это уравнение : 




 21 x

dxx

u

du
 , или 

 





 2

2

1

1

2

1

x

xd

u

du
, 

т.к.     dxxdxxxd 211 22 


 , откуда  ,1
2

1 2xddxx   

т.е. 21ln
2

1
ln xu  , откуда 

.1 2xu   

Подставив значение функции u  во второе уравнение, найдем  
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2

2

1

2
1

x

x

dx

dv
x


 , т.е. 

  2

3

21

2

x

dxx
dv



 . 

Интегрируем обе части уравнения  

 






2

3

21

2

x

dxx
dv , или    22

3

2 11 xdxdv  


,т.к.   dxxxd 21 2  . 

Откуда 
 

C
x

v 








1
2

3

1
1

2

3

2

, или 
 

,

2

1

1 2

1
2

C
x

v 








 или  

C
x

v 



21

2
. 

Заменив в подстановке vuy   функции u  и v  их найденными 

выражениями, получим искомое общее решение данного уравнения:  


















2

2

1

2
1

x
Cxy , или 21 2  xCy . 

Пример 6. Найти частное решение уравнения 
3xyyx  , если 

2/1y  при 1x . 

Решение. Разделив все члены данного уравнения на 0x , при-

ведем его к виду (2.6), т.е. к линейному уравнению: 

.
1 2x
x

yy   

Здесь  
x

xP
1

 ,   2xxQ  . 

Положим vuy  , откуда
dx

du
v

dx

dv
uy  . 

Подставим эти значения в уравнение 

.
1 2x
x

vu
dx

du
v

dx

dv
u   

Сгруппируем члены, содержащие, например v , и вынесем v  за 

скобку  

2x
x

u

dx

du
v

dx

dv
u 








 . 

Выберем функцию u  так, чтобы выражение в скобках обратилось 

в нуль, т.е. чтобы  
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0
x

u

dx

du
. 

Тогда вторую функцию найдѐм из уравнения  

2x
dx

dv
u  . 

Решаем первое уравнение как уравнение с разделяющимися пе-

ременными (при 0u ): 

x

u

dx

du
 , 

x

dx

u

du
 . 

Интегрируем почленно  уравнение 


x

dx

u

du
, или xu lnln  ,или xu  . 

Подставив это значение в уравнение 2x
dx

dv
u  , найдем  

2x
dx

dv
x  , т.е. dxxdv  . 

Интегрируя почленно , dxxdv  получим 

C
x

v 
2

2

. 

Заменив в подстановке vuy   функциями u  и v  их выражения-

ми, получим искомое общее решение данного уравнения: 














 C

x
xy

2

2

, или Cx
x

y 
2

3

. 

Найдем частное решение, удовлетворяющее начальным данным 

2

1
y  при 1x . Для этого подставим в общее решение  

2

1
y  и 

1x , получим ,1
2

1

2

1 3

 C  или C0 . 

Искомое частное решение данного уравнения 
2

3x
y  . 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-

чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

1.     022  dyyxydxxxy . 
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2.   01
2

 dyydxyxex . 

3.   ,01 2  yeyx x
 если 0y  при 0x . 

4. dxxyydyxydyxdx 22 2432  . 

5.   yyyx  . 

6. yxyyxy  22
. 

7. 
x

y
xyyx 2cos . 

8. xxyy sinctg  . 

9. 10 xyyx . 

10. 322  xyyx , если 1y  при 1x . 

11. .0)1(,
1

 y
xex

y
y

x
 

12. .
sin1

x

x
y

x
y   

13. .ln2 xyyyx   

14.   .0при3если,1
1

2 3



 xyxy

xdx

dy
 

 

Ответы 

 

1.    Сxy  22 11 . 2. Сyyex  ln
2

1 2

. 

3. 1arctg   yexe xx
.  4. 

 
С

y

x





22

2

1

34
. 5. y

x

еСy  . 6. x

y

еСy  . 

7. Сx
x

y
 lntg . 8.   xСxy sin .  9. 








 С

xx
y

99

11
. 

10.
x

xy
1

2 2  . 11. .
11

xxeех
y   12.  .cos

1
Сx

x
y   

13. xСx
y

 1ln
1

.  14. 
 

  .1
2

5

2

1 2
4




 x
x

y  
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§2. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 

 с постоянными коэффициентами 

 

Теоретический материал 

 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами 

 

Определение. Линейным однородным дифференциальным урав-

нением второго порядка с постоянными коэффициентами называет-

ся уравнение вида  

0 qyypy ,                              (2.12) 

где p  и q – постоянные величины. 

Теорема Коши для линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами форму-

лируется следующим образом. 

Теорема Коши. При любых начальных данных  000 ;; yyx   зада-

ча Коши имеет, причем единственное, решение, т.е. при любых на-

чальных данных 000 ,, yyx   существует единственное решение уравне-

ния (2.12), удовлетворяющее начальным условиям 

    0000 ,` yxyxxy  . 

Определение. Два частных решения )(1 xy  и  xy2  уравнения 

(2.12) образуют фундаментальную систему решений, если для любо-

го x  

          .02121  xyxyxyxyxW  

Определение. Выражение  xW  называется определителем 

Вронского, или вронскианом, решений  xy1  и  xy2 . 

Известно, что функции 
xey 2

1  , 
xey 2 , и 

xey 2
3 5  являются 

частными решениями уравнения 023  yyy . 

Доказать, что решение 1y  и 2y  образуют фундаментальную сис-

тему решений, а 1y  и 3y  не образуют. 

Действительно 
xey 2'

1 2 , 
xey '

2 , 
xey 2'

3 25  . 

Найдем вронскиан пары решений 1y  и 2y :  

          .02 322
21211  xxxxx eeeeexyxyxyxyxW  

Найдем вронскиан пары решений 1y  и :3y  
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         

.01010

5210

44

2222
31312





xx

xxxx

ee

eeeexyxyxyxyxW
 

Вронскиан   01 xW , следовательно,  xy1  и  xy2  образуют 

фундаментальную пару решений. 

Вронскиан   02 xW , следовательно,  xy1  и  xy3  не образуют 

фундаментальную пару решений. 

Теорема (о структуре общего решения). Если два частных ре-

шения  xy1  и  xy2  линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами обра-

зуют фундаментальную систему, то общее решение этого уравнения 

имеет вид  

2211 yCyCy  , 

где 1C  и 2C –произвольные постоянные. 

Выражение 2211 yCyC   называется линейной комбинацией 

функций  xy1  и  xy2 . 

Найдем решение линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Для нахождения общего решения уравнения (2.12) достаточно 

найти два его частных решения, образующих фундаментальную сис-

тему. 

Будем искать эти частные решения уравнения (2.12) в виде 
kxey  , где k=const; тогда 

kxkey  , 
kxeky  2

. 

Подставим выражение для yy ,  и y   в уравнение (2.12), полу-

чим 02  kxkxkx qepkeek , т.е.   02  qpkkekx . 

Так как 0kxe , то  

.02  qpkk                            (2.13) 

Определение. Уравнение (2.13) называется характеристиче-

ским уравнением линейного однородного дифференциального урав-

нения второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Для составления характеристического уравнения (2.13) доста-

точно в уравнении (2.12) заменить y  , y  и y  соответственно на 
2k , 

k  и 1.  

Решив характеристическое уравнение по формуле 

2

42

2,1

qpp
k


 , найдем его корни 1k  и 2k , а следовательно, и 
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частные решения уравнения (2.12): 

., 21
21

xkxk
eyey   

При решении характеристического уравнения возможны три 

случая. 

Случай 1. Корни характеристического уравнения действи-

тельны и различны . 

В этом случае имеем два частных решения уравнения (2.12):  
xk

ey 1
1   и 

xk
ey 2

2  . 

Покажем, что эти решения образуют фундаментальную систему 

решений. Для этого рассмотрим вронскиан: 

         
        ,012121

22121

21212121

21






kkeekekeek

ekexyxyxyxyxW

xkkxkkxkkxkxk

xkxk

 

т.е. 
 

021 
 xkk

e  и 12 kk  . 

Следовательно, в этом случае решение общего уравнения (2.12) 

имеет вид 
xkxk

eCeCy 21
21  .                              (2.14) 

Случай 2. Корни характеристического уравнения действи-

тельны и равны: kkk  21 . 

В этом случае непосредственно находим лишь одно частное ре-

шение: 1
kxy e . 

Вторым частным решением является решение .2
kxxey   Дейст-

вительно,      kxexkeeexexxey kxkxkxkxkxkx 


 12 , 

         .2111 2
2 xkkekekxkekxekxey kxkxkxkxkx 





  

Подставив выражение для y , y  и y   в уравнение (2.12), полу-

чим  

       .0212 22  pkqpkkxeqxekxpexkke kxkxkxkx
 

Так как k  является корнем характеристического уравнения 

02  qpkk , корни квадратного трехчлена находятся по формуле 

2

42

2,1

qpp
k


 . 

Если kkk  21 , то 042  qp , т.е. 
2

p
k   или 02  pk . 

Покажем, что 
kxey 1  и 

kxxey 2  образуют фундаментальную 
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систему решений. Для этого рассмотрим вронскиан: 

           

  .01

1

22

2121





kxkx

kxkx

ekxkxe

kxeexyxyxyxyxW
 

Таким образом, в этом случае общее решение уравнения (2.12) 

имеет вид 

 xCCey kx
21  .                 (2.15) 

Случай 3. Корни характеристического уравнения комплексные 

числа:  

2

42

2,1

qpp
k


 , 042  qp . 

Тогда 
 

2

4

22

4 222

2,1

pqippqip
k





 . 

Обозначив 
2

p
a


  и 

2

4 2pq
b


 , получим biak 1  и 

 02  bbiak . 

В этом случае bxey ax cos1   и bxey ax sin2   являются реше-

ниями уравнения (2.12) и, вычисляя вронскиан, убедимся, что они со-

ставляют фундаментальную систему. Действительно, 

     

 .sincos

sincoscoscos1

bxbbxae

bbxebxeabxebxey

ax

axaxaxax










 

   

 .cossin

cossinsinsin2

bxbbxae

bbxebxeabxebxey

ax

axaxaxax










 

Подставим выражения для  xy1 ,  xy1
 ,  xy2  и  xy2

  в врон-

скиан, получим 

    bxbbxaebxeyyyyxW axax cossincos2121

    bxbbxabxebxebxbbxae axaxax cossincossinsincos 2

    bxbbxbxaebxbbxabxe axax 222 cossincossincossin

   .0sincossincossin 22222  bebxbxbebxbbxbxa axax  

При вычислении воспользовались основным тригонометриче-

ским тождеством: 1sincos 22   . 

Таким образом, общее решение уравнения (2.12) в случае ком-

плексных корней характеристического уравнения имеет вид  
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bxeCbxeCy axax sincos 21  , или 

 bxCbxCey ax sincos 21  .                               (2.16) 

 

Образцы решения задач 

 

Пример 1. Найти частное решение уравнения ,0127  yyy  

удовлетворяющее начальным условиям:   10 y ,   20 y . 

Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y  , 

y , y  на 
2k , k , 1 соответственно, получим 01272  kk . 

Корни найдем по формуле 

2

17

2

17

2

12477 2

2,1








k , откуда 31 k  и 42 k .  

Подставляя найденные значения 1k  и 2k  в формулу (2.14), полу-

чим общее решение xx eCeCy 4
2

3
1

  . 

Дифференцируя общее решение, получим  

    xxxx eCeCeCeCy 4
2

3
1

4
2

3
1 4343   . 

Согласно заданным начальным условиям имеем  















или,432

,1

04
2

03
1

04
2

03
1

eCeC

eCeC
 








,432

,1

21

21

CC

CC
 

 







или,1432

,1

или 11

12

CC

CC









откуда,2

,1

1

12

C

CC
 

21 C  и 12 C . Таким образом, искомым частным решением явля-

ется функция xx eey 432   . 

Пример 2. Найти решение уравнения  .06  yyy  

Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y  , 

y , y  на 
2k , k , 1 соответственно, получим 062  kk  . 

Корни найдем по формуле 
2

51

2

6411
2,1





k , откуда 31 k  

и 22 k . Подставляя найденные значения 1k  и 2k  в формулу (2.14), 

получим общее решение .2
2

3
1

xx eСeСy   

Пример 3. Найти решение уравнения .0y16y8y   

Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y  ,  
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y , y  на 
2k , k , 1 соответственно, получим 01682  kk . 

Корни найдем по формуле 4
2

08

2

164648
2,1 





k , 

откуда 421  kk . Подставляя найденные значения k  в формулу 

(2.15), получим общее решение  .21
4 xCCey x  

 

Пример 4. Найти решение уравнения .09  yy  

Решение. Составим характеристическое уравнение 092 k   

  .3199;9 2,1
2 ikk   Уравнение имеет ком-

плексные корни   .3;032,1  baik  

По формуле (2.16) общим решением будет 

 ,3sin3cos 21
0 xСxСey x   

или .3sin3cos 21 xСxСy   

Пример 5. Найти частное решение уравнения 0106  yyy , 

удовлетворяющее начальным условиям:     .30,10  yy  

Решение. Составим характеристическое уравнение 

.01062  kk  

Корни найдем по формуле 

.3
2

26

2

46

2

104366
2,1 i

i
k 








  .3;3  ba  

По формуле (2.16) общим решением будет 

 .sincos 21
3 xСxСey x   

Дифференцируя общее решение, получим  

   .cossinsincos3 21
3

21
3 xCxCexCxCey xx   

Подставив начальные условия     30,10  yy  получим сис-

тему для определения :21 CиC  

 

   









,0cos0sin0sin0cos33

,0sin0cos1

21
0

21
0

21
0

CCeCCe

CCe
 

или 

 

   







,10101133

,0111

2121

21

CCCC

CC
 

или 
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







.0;33

.1;1

221

11

CCC

CC
 

Подставив полученные значения 0,1 21  CC  в общее решение, 

получим xey x cos3   – искомое частное решение. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-

чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

 

1. ;02  yyy  2. ;02  yy  

3. ;054  yyy  4. ;04  yy  

5. при02  yyy  

    ;30,40  yy  

6. при022  yyy  

    ;10,00  yy  

7. при0158  yyy

  ,20 y    ;80 y  

8. при052  yyy

    ;30,10  yy  
9. при,016  yy  

  ,10 y   ;40 y  

10 при096  yyy  
  ,20 y   ;70 y  

11. при,065  yyy

    ;80,30  yy  

12. ;044  yy  

13. ;09  yy  14. при0106  yyy  
    ;30,10  yy  

15. ;06  yyy  16. ;0107  yy  
17. ;0168  yyy  18. .086  yyy  

 

Ответы 

 

..1 2
21

xx eCeCy   ..2 2
21

xeCCy    .sincos.3 21
2 xСxСey x   

 .2sin2cos.4 21 xCxCy   .74.5 хeey xx   .sin.6 xey x  

 

..7 53 xx eey    .2sin2cos.8 xxey x   .4sin4cos.9 xxy   
.2.10 33 хeey xx  .2.11 32 xx eey    12.  .21

2 xССey x  
 

13. .3sin3cos 21 xСxСy   14. xey x cos3  .  

15. .2
2

3
1

xx eСeСy   16. .5
2

2
1

xx eСeСy   

17.  .21
4 xССey x  

 18. .2
2

4
1

xx eСeСy   
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§3. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

Теоретический материал 

 

Линейное неоднородное уравнение отличается от однородного  

функцией в правой части. Линейное неоднородное уравнение имеет 

вид 

 ,xfyqypy                                     (2.17) 

а соответствующее ему линейное  однородное уравнение  
,0 yqypy  

которое, как известно, решается с помощью характеристического 

уравнения  

.02  qpkk  

Сформулируем теорему о структуре общего решения неоднород-

ного уравнения (2.17). 

Теорема (о структуре общего решения). Общее решение неодно-

родного линейного дифференциального уравнения равно сумме  како-

го-либо частного решения этого уравнения и общего решения соот-

ветствующего однородного уравнения. 

Пусть y – общее решение уравнения  ,xfyqypy   

чy какое-либо частное решение неоднородного уравнения,  0y об-

щее решение соответствующего однородного уравнения. 

Тогда 

чyyy  0 . 

Таким образом, основная задача при решении неоднородного ли-

нейного дифференциальные уравнения второго порядка состоит в на-

хождении какого-либо частного решения. 

Укажем один из методов нахождения частного решения  неодно-

родного уравнения, когда правая часть уравнения )(xf  имеет специ-

альный вид. К таким функциям )(xf  относятся следующие функции: 

экспонента  ;conste x 
 многочлены n-й степени относительно 

переменной х  ;xPn  тригонометрические функции ,sin;cos nxnx  а 

также их  произведения. 
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Метод неопределенных коэффициентов 
 

Этот метод иначе называется методом подбора частного решения  

чy  уравнения (2.17)  по виду правой части  xf .  

Пусть правая часть  xf  уравнения (2.17) имеет вид  
x

п e(x)Рf(x)  , т. е. представляет собой  произведение экспоненты на 

многочлен, где    xPnconst;  многочлен n-й относительно х. В 

этом случае уравнение примет вид 
x

п e(x)Рyqypy  .                             (2.18) 

Тогда возможны следующие варианты. 

1)Число   не является корнем характеристического уравнения 

.02  qpkk  

Тогда частное решение нужно искать в виде   ,x
nч exQy  где 

 xQn многочлен той же степени, что и данный многочлен  xPn , но 

с неопределенными коэффициентами. 

2)Число  есть простой (однократный) корень характеристиче-

ского уравнения (т. е.   совпадает с одним корнем характеристиче-

ского уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в ви-

де   xexQy x
nч  

. 

3)Число   есть двукратный  корень характеристического уравне-

ния (т. е.   совпадает с двумя равными корнями характеристического 

уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в виде 

  .2xexQy x
nч  

 Неизвестные (неопределенные) коэффициенты 

многочлена  xQn  находим из условия, что функция чy  является ре-

шением уравнения (2.18), т. е. удовлетворяет этому уравнению. 

Пусть правая часть  xf  уравнения  (2.17) имеет вид 

  ,sincos xNxMxf    

где NиM  – постоянные числа. Тогда вид частного решения чy  

определяется следующим образом. 

а) Если число i   не есть корень характеристического уравнения , 

то частное решение чy  имеет вид 

,sincos xBxAyч   

где А и В – постоянные неопределенные коэффициенты. 

б) Если число i  есть корень характеристического уравнения, то 

 cos sin .чy A x B x x       

Сделаем важное замечание. Даже тогда, когда в правой части 
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уравнения стоит выражение, содержащее только xcos  или только 

,sin x  следует искать частное решение в том виде, в каком оно было 
указано, т. е. с синусом и косинусом. Иными словами, из того, что 
правая часть не содержит xcos  или ,sin x  не следует, что частное 
решение уравнения не содержит этих функций. 

На основании вышеизложенного можно составить таблицу, кото-
рой удобно пользоваться при решении дифференциальных уравне-
ний: 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

 порядка с постоянными коэффициентами 0 qyypy . 

Заменить y  , y  и y  соответственно на 
2k , k  и 1.  .*02  qpkk

 

Найти .
2

42

2,1

qpp
k


  

Случай 1. Корни характери-

стического уравнения дей-

ствительны и различны  

12 kk   
 

xkxk
eCeCy 21

21 
 

 

Случай 2. Корни характери-

стического уравнения дей-

ствительны и равны 

kkk  21  
 

 xCCey kx
21   

Случай 3. Корни характери-

стического уравнения ком-

плексные:  

 

Введем042  qp  

Тогда.12 i  

 222 44 pqiqp   
или 

biak 2,1  

 

 

 bxCbxCey ax sincos 21 

 

 

 

 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами )(xfqyypy  , ,oч yyy   

уо – решение однородного уравнения, 

уч – частное решение неоднородного уравнения 

Случай 1.
  

ax
п e(x)Рf(x)   

21, kаkа   
ax

пч e(x)Qy   

12 kka 
 

ax
пч e(x)Qxy   

12 kka 
 

ax
пч e(x)Qxy  2

 
Случай 2. 

 bxQbx(x)Рef(x) nп
ax sincos 

 

z=a+bi не является корнем характеристическо-

го уравнения (*) 

 bxхTbx(x)Se nп
ax

ч sin)(cosy   
z=a+bi является корнем характеристического 

уравнения (*) 

 bxхTbx(x)Sхe nп
ax

ч sin)(cosy   
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Рассмотрим примеры, на которых покажем не только принцип 

применения метода, но и порядок оформления решения. 

 

Образцы решения задач 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 

.151624127 2  xxyyy  

Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

.01272  kk  

.
2

17

2

48497
2,1





k  

.4;3 21  kk  

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле 
xkxk

eCeCy 21
21  : 

3 4
0 1 2 .x xy C e C e      

3) Запишем формулу, по которой следует искать частное решение 

чy  данного уравнения. Для этого сравним  правую часть уравнения 

  151624 2  xxxf  с общим видом правой части:  

   .xPexf n
x  

 

151624 2  xx  – многочлен второй степени с коэффициентами 

24; 16; –15.  

В данном случае показательная функция 1xe , т. е.  .0  Так 

как 0  не совпадает ни с одним из корней характеристического 

уравнения   1 23; 4k k    , частное решение нужно искать в виде 

.2 CBxAxyч   

   CBxAxxQn
2

 многочлен второй степени  )2( n , неиз-

вестные (неопределенные) коэффициенты А, В, С  этого многочлена 

нужно найти, подставив выражения  
"'

ччч y,y,y   в данное уравнение. 

4) Запишем 
"'

ччч y,y,y   столбиком: 

.21

;27

;12

"

'

2

Ay

BAxy

СBxAxy

ч

ч

ч






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Слева указаны коэффициенты 12, 7, 1, на которые следует умно-

жить 
"'

ччч y,y,y , чтобы получить левую часть уравнения 

.151624127 2  xxyyy  В левой части  получим многочлен 

второй степени с неопределенными коэффициентами, который  дол-

жен быть равен данному многочлену второй степени в правой части. 

Два многочлена будут равны тогда и только тогда, когда равны коэф-

фициенты при одинаковых степенях х. Запишем столбиком получен-

ные уравнения: 















.151272

;161214

;2412

0

1

2

CBAx

BAx

Ax

 

Имеем систему трех уравнений с тремя неизвестными коэффици-

ентами А, В, С.  

Решив ее, найдем 1,1,2  CBA . 

Частное решение:   .12 2  xxyч  

5) Общее решение данного уравнения: 

чyyy  0 , 

или 

.12 24
2

3
1   xxeСeСy xx

 

Пример 2. Найти общее решение уравнения  .32 xeyyy   
Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

.1;2,02 21
2  kkkk  

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле 
xkxk

eCeCy 21
21  : 

.2
2

10
xx eСeСy  

 

3)Сравним правую часть данного дифференциального  уравнения 

  xexf 3  с    .xPexf n
x  

 Отметим, что 1   совпадает с одним 

корнем характеристического уравнения; многочлен – число 3 – нуле-

вой степени, т. е. 0n . Поэтому частное решение чy  следует искать  

в виде .xeAy x
ч   

4) Запишем  
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.1

,1

,2

"

'

xeAeAeAy

xeAeAy

xeAy

xxx
ч

xx
ч

x
ч







 

Подставив выражения 
"'

ччч y,y,y  с указанными коэффициентами 

в данное дифференциальное уравнение, получим 
xxxxxx exeAxeAeAxeAeA 322  , 

или 

,33 xx eeA   

откуда  .1A  Частное решение: .x
ч exy   

5) Искомое  общее  решение данного уравнения: 

.2
2

1
xxx exeСeСy  

 

Пример 3. Найти общее решение уравнения .xexyy   

Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

.1;1;01 21
2  kkk  

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле 
xkxk

eCeCy 21
21  : 

.С210
xx eeСy  

 

3)Сравним правую часть данного уравнения   xexxf   с 

   .xPexf n
x  

 Отмечаем, что 1  совпадает с одним корнем ха-

рактеристического уравнения и многочлен х степени  .1n  Поэтому 

частное решение следует искать в виде   .x
ч exBAxy   

4) Так как требуется найти ,
"'

ччч y,y,y  удобнее записать чy  в 

виде   .2 x
ч eBxAxy   

Запишем 
"'

ччч y,y,y  столбиком: 

 
   

      .2221

,20

,1

2"

2'

2

xxxx
ч

xx
ч

x
ч

eBxAxeBAxeBAxeAy

eBxAxeBAxy

eBxAxy













 

Подставим выражения 
"

чч y,y  с указанными коэффициентами в 

данное уравнение. Получим равенство 
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      .222 22 xxxxx exeBxAxeBxAxeBAxeA    

Разделим уравнение на  0xe   и упростим: 

  ,222 xBAxA   

.242 xBAxA   









,022

;14
0

1

BAx

Ax
      









.4/1

;4/1

B

A

 

Частное решение:   .
4

1 2 x
ч exxy   

5)Общее решение дифференциального уравнения: 

  .
4

1 2
21

xxx exxeСeСy    

Пример 4. Решить уравнение .3cos23sin423 xxyyy   

Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

;0232  kk  

.
2

13

2

893
2,1





k  

.2;1 21  kk  

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле 
xkxk

eCeCy 21
21  : 

.2
210

xx eСeСy    

3) Сравним правую часть уравнения    xxxf 3cos23sin4   с 

  xNxMxf  sincos  . Здесь  .3,0;4,2  NM  Так 

как числа ii 3   не являются корнями характеристического урав-

нения, частное решение следует искать в виде  

.3sin3cos xBxAyч   

4) Найдем 
"'

чч y,y  и запишем столбиком 

.3sin93cos91

,3cos33sin33

,3sin3cos2

"

'

xBxAy

xBxAy

xBxAy

ч

ч

ч







 

Подставив эти выражения в данное дифференциальное уравне-

ние, получим  
 xBxAxBxAxBxA 3sin23cos23cos93sin93sin9cos9

xx 3cos23sin4   или 
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    .3cos23sin4973cos973sin xxBAxABx   

Приравниваем коэффициенты при x3sin  и x3cos в левой и 

правой частях уравнения, получим систему уравнений 









,2973cos

;4973sin

BAx

ABx
 

.
13

1
;

13

5
 BA  

Частное решение: .3sin
13

1
3cos

13

5
xxyч   

5) Общее решение данного дифференциального уравнения: 

.3sin
13

1
3cox

13

52
21 xxeCeCy xx    

Пример 5. Решить уравнение .cos252 xyyy   

Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

;0522  kk  

i
i

k 21
2

42

2

2042
2,1 





  .2;1  ba  

2)По формуле (2.16) общим решением будет 

 .2sin2cos 210 xCxCey x  
 

3)Cравним правую часть уравнения   xxf cos2   с 

  .sincos xNxMxf    

Здесь .1;0,2  NM  Числа ii    не являются корнями 

характеристического уравнения. Частное решение следует искать в 

виде 

.sincos xBxAyч   

4) Запишем   

.sincos1

,cossin2

,sincos5

"

'

xBxAy

xBxAy

xBxAy

ч

ч

ч







 

Подставив 
"'

ччч y,y,y  в уравнение, получим 

,cos2sin5cos5cos2sin2sincos xxBxAxBxAxBxA   

или     .cos224cos24sin xBAxABx   
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







.224cos

;024sin

BAx

ABx
 

.
5

1
;

5

2
 BA  

Частное решение: .sin
5

1
cos

5

2
xxyч   

5) Общее решение данного дифференциального уравнения: 

  .sin
5

1
cos

5

2
2sin2cos 21 xxxСxСey x  

 
 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-

чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

 

 1.   ;30,4)0(;4 '  yyeyy x

 

 2. ;62 xxeyyy   

 3. ;32 xxeyyy    4. ;sin4 xyy   

 5. ;2xyy   

 

 6. при22 xxeyyy   

    ;00,00  yy  

 7. 0158  yyy при   20 y , 

  80 y ; 

 8. 052  yyy при

    30,10  yy ; 

 9. 016  yy , при   10 y , 

  40 y ; 

10. при096  yyy

  ,20 y   ;70 y  
11. 065  yyy , при 

    80,30  yy ; 

12. ;0168  yyy  

13. ;09  yy  14. 0106  yyy , при 

    .30,10  yy  
 

Ответы 
 

  .2sin5cos2.1 xexxy   

  ..2 3
21

xexxCCy  .
32

.3
2

2
21

xxx e
xx

eСeСy 












 

  .cos2sincos.4 21 xxxCxCy    
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.2.5 2
21   xeСeСy xx

  .sin.6 xxey x  

 ..7 53 xx eey   
 .2sin2cos.8 xxey x   .4sin4cos.9 xxy   

.2.10 33 хeey xx  .2.11 32 xx eey    12.  .21
4 xССey x  

 

13. .3sin3cos 21 xСxСy   14. xey x cos3  . 

 

Расчетно-графическая работа № 8 
 

1. Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

  1.1. а)    dyyxydxxxy 22  ; 

         б)   02  dyxdxyyx ; 

         в)   xxyyx 21 2  , если 0y  при 0x . 

  1.2. а) 011 22  dxydyx ; 

         б) 
222 xxyyyx  ; 

         в) xy
x

y 
3

, если 1y  при 1x .  

  1.3. а) dxxydyyx sincossincos  ; 

         б)     02 22  dxyxydyxyx ; 

         в) 
xeyy 2 , если 5y  при 0x . 

  1.4. а)     011  dyeedxee xyyx
; 

         б) )( 223 yxydyx  ; 

         в) 
2

2 xexy
dx

dy
 , если oy   при 2x . 

  1.5. а)   1
dy

dx
xxy ; 

        б)   02  dyxdxyxy ; 

        в) xxyyx cos2 , если 
2


y  при 

2


x . 

  1.6. а)     01 2  dxxxydyx ; 

         б) 
22 yxyxy  ; 

         в) xyyx sin , если 


1
y  при 

2


x . 
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  1.7. а) xyyyx 232  ; 

         б) 022 22  yxyxy ; 

         в) 422  xyyx , если 
2

1
y  при 1x . 

  1.8. а) yxy  1tg , если 
2

1
y  при 

6


x ; 

         б) 
22 yxyyx  ; 

         в) 
332 yxyxy  . 

  1.9. а)   xydydxy  21 , если 1y  при 1x ; 

     б)   0222  dyxydxyx ; 

     в) 
43 xyyx  . 

1.10. а)   01 2  xyyx , если 4y  при 0x ; 

         б)   0 yyyx ; 

      в) .2 xey
dx

dy
  

1.11. а) 0 dxxydy tg , если 1y  при 0x ; 

         б) 
x

y
xyyx ctg ; 

         в) 
xeyy  3 . 

1.12. а) dxxydyyx sincossincos  , если y  при x ; 

         б) 0)(2 22  dxyxxydy ; 

         в) 
2

22 xxexyy  . 

1.13. а) 
2

21
3

y

x
y


 ; 

         б) 
332 yxyxy  , если 3y  при 1x ; 

         в)   2212
1 xexy

dx

dy

x
 . 

1.14. а) 02  dyxdxy ; 

         б)   0 dyxdxyx , если 0y  при 1x ; 

         в) 1sincos  xyxy . 

1.15. а) 
yxey  , если 0y  при 1x ; 

         б) 0)(  xdydxyx , если 0y  при 1x ; 
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         в)    4121  xy
dx

dy
x . 

1.16. а)  312  yxy ; 

         б)   022  dyxyxdxy , если 1y  при 1x ; 

         в)   xyyx cos1  . 

1.17. а) yyyxx  222
; 

         б)   02 22  yxyxyxy , если 1y  при 1x ; 

         в) xyyx  . 

1.18.а) 045 22  dyxydxyx ; 

        б) 
22 yxyyx  , если 1y  при 1x ; 

        в) 
xeyy  . 

1.19. а) 
21 xyxy  ; 

        б)   22 yxyxy  , если 2y  при 2x ; 

        в) xyyx sin . 

1.20. а)     022  dyyxydxxxy ; 

        б)   02 22  yxxyy ; 

        в) xyyx sin , если 1y  при 
2


x . 

1.21. а) 0 yxeyy , если 1y  при 0x ; 

         б)   xyyyx 222  ; 

         в) xxyy ctgctg  . 

1.22. а) 0)1()1( 22  xdxyx , если 1y  при 0x ; 

         б) 03 222  yxyxyx ; 

         в) 322  xyyx . 

1.23. а)   0412  xyyx , если 1y  при 0x ; 

      б)     0 dyyxdxyx ; 

      в)   xexxyyx 21 . 

1.24. а) 049 22  dyxydxyx , если 0y  при 0x ; 

        б) x

y

xeyyx  ; 

        в)    4121  xyyx . 
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1.25. а) 0ln1  dxxydyy , если 1y  при 1x ; 

         б) 
x

y
ey x

y

 ; 

         в)    222 121 xxyyx  . 

1.26. а)    yyxyxxy  22
; 

         б)   02  dyxdxyyx ; 

         в) xxyy costg  , если 0y  при 0x . 

1.27. а) 011 22  dxyxdyx ; 

         б) 
222 xxyyyx  ; 

         в) xy
x

x
y 




12
, если 1y  при 0x .  

1.28. а) dxxydyyx sincossincos2  ; 

         б)     02 22  yxyyxyx ; 

         в) xxyy  2 , если 1y  при 0x . 

1.29. а)   011 2  dyeedxee xyyx ; 

        б) )( 223 yxyyx  ; 

        в) xey
dx

dy 22  , если 0y  при 

2x . 

1.30. а)   12 
dy

dx
xxy ; 

      б)   02  yxyxy ; 

      в) 
2xyyx  , если 

1y  при 1x . 

 

2. Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

  2.1. а) 065  yyy , если   10 y ,   20 y ; 

   б) 016  yy ; 

   в) 096  yyy . 

  2.2. а) 02  yy , если  
2

3
0 y ,   10 y ; 

 б) 0168  yyy ; 

         в) 0256  yyy . 

  2.3. а) 0158  yyy , если   10 y ,   00 y ; 

     б) 052  yyy , если     100  yy ; 

     в) 02510  yyy . 
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  2.4 .а) 03  yy ; 

     б) 09  yy , если   10 y ,   60 y ; 

     в) 03612  yyy . 

  2.5. а) 04914  yyy ; 

     б) 04  yy , если     100  yy ; 

     в) 044  yyy . 

  2.6. а) 04  yy ; 

     б) 082  yyy ; 

     в) 0168  yyy , если     100  yy . 

  2.7. а) 023  yyy , если   10 y ,   10 y ; 

     б) 0168  yyy , если     100  yy ; 

     в) 016  yy . 

  2.8. а) 052  yy , если     100  yy ; 

     б) 02  yy ; 

     в) 04914  yyy . 

  2.9. а) 0 yy , если   20 y ,   10 y ; 

     б) 064  yy ; 

     в) 010020  yyy . 

2.10.а) 0208  yyy , если   20 y ,   80 y ; 

б) 0127  yyy ; 

в) 02  yyy . 

2.11. а) 043  yyy ; 

б) 052  yyy , если     100  yy ; 

в) 0
4

1
 yyy . 

2.12. а) 0149  yyy ; 

б) 0 yy ; 

в) 02510  yyy , если   20 y ,   80 y . 

2.13. а) 023  yyy , если   10 y ,   30 y ; 

б) 09  yy ; 

в) 012122  yyy . 

2.14. а) 0 yy ; 

б) 0456  yyy ; 

в) 096  yyy , если   20 y ,   10 y . 
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2.15. а) 022  yyy , если   10 y ,   30 y ; 

б) 02  yy ; 

в) 02  yyy . 

2.16. а) 086  yyy , если     100  yy ; 

б) 016  yy ; 

в) 0
4

1
 yyy . 

2.17. а) 084  yyy ; 

б) 09  yy , если   20 y ,   60 y ; 

в) 0169  yy . 

2.18. а) 02  yyy , если   30 y ,   00 y ; 

б) 0816  yyy ; 

в) 025  yy . 

2.19. а) 078  yy , если     100  yy ; 

б) 016  yy ; 

в) 01025  yyy . 

2.20. а) 045  yyy , если     100  yy ; 

б) 01449  yyy ; 

в) 0121  yy . 

2.21. а) 02  yyy ; 

б) 096  yyy , если     100 


 yy ; 

в) 022  yyy . 

2.22. а) 0532  yyy ; 

б) 04  yy , если 1
4









y , 2

4












y ; 

в) 01664  yyy . 

2.23. а) 056  yyy , если     100  yy ; 

б) 081  yy ; 

в) 044  yyy . 

2.24. а) 078  yyy , если     100  yy ; 

б) 04  yy ; 

в) 0816  yyy . 

2.25. а) 0 yy , если     100  yy ; 

б) 016  yy ; 

в) 016926  yyy 3.25.  
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3. Найти общее решение неоднородного линейного дифференци-

ального уравнения, используя  метод  подбора  коэффициентов  част-

ного  решения (метод неопределенных коэффициентов) 
 

   xexxyyy 3223.1.3  .   
xexyyy 244.2.3  . 

 .3.3
xexyyy 35346  .   

xexyyy 3516249.4.3  . 

 xyyy  122.5.3 . 
  

xexyyy  23.6.3 . 

 
xeyyy  1023.7.3 .   

32.8.3 xyyy  . 

 
xexyyy 25346.9.3  . xeyy x 23.10.3  

. 

3.11. .6sin44 2'" xeyyy x  3.12. y
''
+2y (2' xe sinx+cosx). 

3.13. .2 42 xexyyy   3.14. y y"
2cos7x+3sin7x. 

3.15. .2'"  xyy   3.16. .2sin52 '" xyyy   

3.17.
25346 xyyy    ).cos3sin5(84.18.3 '" xxeyyy x   

.12.19.3 2'"  xxyyy  3.20. ).cos(sin2 '" xxeyy x   

3.21. .32'"  xyy  3.22. xeyyy x 3sin44 2'"   

.4cos136.23.3 3'" xeyyy x  3.24. .163 '"  xyy  

3.25. .296 2 xxyyy    

 

3. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О КРАТНЫХ 

ИНТЕГРАЛАХ 

 

§1. Двойной интеграл 

 

Теоретический материал 
 

Рассмотрим задачу о нахож-

дении массы  материальной дву-

мерной пластинки  , если из-

вестна плотность );( yx  в каж-

дой ее точке. Разделим данную 

область произвольным образом 

на nчастей (рис.3.1) );( yxP . В 

каждой элементарной части i  

выберем по одной точке  iii n;  Рис. 3.1 
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и вычислим плотность  ii n;  в точке i .  

Тогда масса элементарной пластинки части i  приближенно 

будет равна   iii n  ; .Для массы всей пластинки  получаем  

  
i

iii nm  ; .                                   (3.1) 

Приближение (3.1) будет тем точнее, чем мельче будет разбиение 

области   на элементарные части, т.е. чем меньше будет наибольшее 

расстояние между произвольными точками любой элементарной об-

ласти i . Следовательно, можно принять, что  

  i
i

ii nm 





;lim
0

,                              (3.2) 

где  наибольший из диаметров 

элементарных частей i  (диа-

метр i   ̶ это наибольшее рас-

стояние между произвольными ее 

точками). К аналогичному выра-

жению приходим при рассматри-

вании задачи вычисления объемов 

цилиндрических тел. 

Пусть требуется вычислить 

объем тела, ограниченного сверху 

непрерывной поверхностью 

 yxfz ;    0; yxf , снизу – 

конечной замкнутой областью   плоскости xy0  и с боков – цилинд-

рической поверхностью, построенной на границе области   и имею-

щей образующие, параллельные оси z0  (рис. 3.2). 

Делим область   на элементарные области i . В каждой i  

выбираем по одной точке  iii n; . Тогда объем прямого элементар-

ного цилиндра, ограниченного сверху поверхностно  yxfz ;  и сни-

зу областью – областью i , приближенно равен iiif  );( , где 

i – площадь соответствующей элементарной области.  

Для объема всего нашего цилиндрического тела получаем при-

ближение  

  
i

iii nfV  ; .                              (3.3) 

Приближение (3.3) будет тем точнее, чем меньше будет наи-

больший из диаметров   элементарных областей i . Следовательно, 

Рис. 3.2 
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можно и в этом случае принять, что  

  
 i

iii nfV 


;lim
0

.                                (3.4) 

Необходимость рассмотрения выражений вида (3.1), (3.3) и пре-

делов (3.2), (3.4) возникает при решении многих других физических и 

геометрических задач. В связи с этим дается следующее определение. 

Пусть функция  yxf ;  определена в некоторой области  . Делим об-

ласть   на n  элементарных частей i . В каждой части i  выбира-

ем по одной точке  iii n;  и составляем выражение  

  
i

iiin nfS  ; .                                 (3.5) 

Определение 1. Выражение вида (3.5) называется интегральной 

суммой для функции  yxf ;  в области  . 

Обозначим через   наибольший из диаметров элементарных об-

ластей i  при разбиении области  . 

Определение 2. Если существует предел  

  
 i

iii nfS 


;lim
0

,                                  (3.6) 

который не зависит  от способа деления области   на части i  и 

выбора точек  iii n; , то этот предел называется двойным интегра-

лом от функции  yxf ;  по области и обозначается  


dyxf ;  или 

 


dxdyyxf ; . Здесь  yxf ;  называется подынтегральной функци-

ей;  – областью интегрирования; x  и y  – переменными интегриро-

вания; d  (или dxdy ) – элементом площади. 

Таким образом, по определению  

     
 i

iii nfdxdyyxf 
 

;lim;
0

.                       (3.7) 

Функция  yxf ;  называется интегрируемой в области  . Всякая 

непрерывная в ограниченной замкнутой области   функции  yxf ;  

интегрируется в ней. В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением 

только непрерывных функций. 

 

Свойства двойного интеграла  

 

1.    


dxdyyxfCdxdyyxf ;; . 
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2.      


dxdyyxfyxf ;; 21    


dxdyyxfdxdyyxf ;; 21 . 

3. Если область   состоит из двух областей 1  и 2 , то  

  


dxdyyxf ;    
21

;; 21


dxdyyxfdxdyyxf . 

4. Если функции );( yxf  и );( yxg  интегрируемы на ограниченной об-

ласти   и );();( yxgyxf   для всех ),( yx , то 

 
 

dxdyyxgdxdyyxf );();( . 

 

Следствие. Если Myxfm  );(  для всех ),( yx , то 

  


Mdxdyyxfm  ; . 

5. Теорема о среднем. Пусть   – связная ограниченная область и 

пусть функция ),( yxf  непрерывна на замыкании   области   .Тогда 

существует точка    ; , для которой выполнено равенство 

   


;; fdxdyyxf  . 

 

Алгоритм вычисления двойного интеграла 

 

Область на плоскости yx0  назовем простой областью: 

1) (относительно оси x0 ) если она ограничена сверху линией 

 xy  , снизу  xy   (функции )(x  и  x  непрерывны) и с бо-

ков отрезками прямых ax   и bx   (рис. 3.3); в частных случаях один 

из этих отрезков (или оба вместе) могут превратиться в точку (рис. 

3.4); 

Рис. 3.3 Рис.3.4 
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Рис. 3.6 Рис. 3.5 

2) (относительно оси y0 ) если она ограничена слева линией 

 yx 1 , справа  yx 1  (функции  y1  и  y1  непрерывны) и 

сверху и снизу, отрезками прямых dy   и cy   (рис. 3.5, 3.6). 

 

Тогда имеет место формула перехода от двойного интеграла к по-

вторному: 

   





















b

a

b

a

x

x

x

x

dyyxfdxdxdyyxfdxdyyxf
)(

)(

)(

)(

);();();( , 

где   – простая область относительно оси x0 ; 

   
 

 



y

y

d

c

dxyxfdydxdyyxf
1

1

;;




, 

где   – простая область относительно оси y0 . 

В случае прямоугольной области  , ограниченной прямыми 

ax  , bx  , cy  , dy   (рис.3.8), формула перехода от двойного ин-

теграла к повторному имеет вид  

   
b

a

d

c

dxyxfdydxdyyxf ;;


. 

Заметим, что если область   не является простой областью, то ее 

разбивают на конечное число простых областей 1 , 2 , …, n  и при 

вычислении двойного интеграла по области   используют третье 

свойство двойного интеграла. 

 

Объем цилиндрических тел 

 

Заметим, что в случае вычисления объема цилиндрических тел 
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интеграл  
 

 



x

x

dyyxf




;  дает площадь  xS  поперечного сечения нашего 

тела (рис. 3.7), следовательно, весь объем V  будет 

   
 

 
 

 

 
.;;  












x

x

b

a

b

a

x

x

b

a

dyyxfdxdxdyyxfdxxSV








 

 

Масса материальной пластины 
 

Используя формулу (3.2), получим формулу для вычисления мас-

сы материальной двумерной пластинки  , если известна еѐ плот-

ность ).;( yx   

  .;


 dxdyyxm  

 

Образцы решения задач 

 

Пример 1. Изменить порядок интегрирования в интеграле  


 21

0

2

0

);(
x

dyyxfdx . 

Решение. По заданным четырем 

пределам интегрирования записываем 

уравнение четырех линий, ограничи-

вающих область интегрирования  ; 

x=0; x=2; y=0; 
21 хy  . Строим эти 

линии. Разрешаем уравнение дуги ги-

Рис. 3.7 
 

Рис. 3.8 
 

Рис.3.9 

 12  хy              

1              

2              0             

 y             

 x             

5              

 σ1             

 σ2             
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перболы 
21 хy   относительно абсциссы  1

2
 yx . Область ин-

тегрирования   не принадлежит ко 2-му типу, т.к. слева ограничена 

двумя различными линиями x=0 и 
21 хy  . Поэтому прямой y=1 

разбиваем ее на две области 2-го типа: 1  и 2 . Тогда  





21

2

);();();();(
1

0

2

0

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdyyxfdx
х

 





2

1

5

1

2

0

1

0 2

);();(

y

dxyxfdydxyxfdy . 

Пределы интегрирования в повторном интеграле определяются 

уравнениями границ области интегрирования  . Потому, как прави-

ло, чем проще уравнения границ, тем проще вычисления интегралов. 

В разных системах координат уравнение одной и той же линии имеют 

различный вид. 

Пример 2. Вычислить двойной интеграл 


dxdy
y

x
, если область 

ограничена параболами
2xy   и 

2yx   (рис.3.10). 

Решение. Область   (см. рис. 

3.3) – простая (вида 1). Она ограни-

чена снизу кривой   2xx  , сверху – 

кривой 
2yx  , т.е. xy   или 

  2xx   (перед радикалом ставим 

только знак “+”, так как область   

находится в I квадранте, где 0y ); 

при любом фиксированном значении 

x  из отрезка  1;0  y  меняется от 
2xy   до xy  . Поэтому при 

 
y

x
yxf ;  имеем  

 









 










 












1

0

1

0

1

0

|ln
1

222

dxyxdxdy
y

xdxdy
y

x
dxdy

y

x x

x

x

x

x

x

   
1

0

2lnln dxxxx  







 










1

0

1

0

ln
2

3
ln2ln

2

1
dxxxdxxxx

Рис.3.10 
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Рис.3.11 

yx sin2  
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Замечание. Интеграл  dxxx ln  взят методом интегрирования по 

частям, причем при подстановке нижнего предела использовался тот 

факт, что  

 
















2
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3

0
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
x

x

x

xx  

Пример 3. Вычислить двойной интеграл 


dxdy
x

2
, если область 

ограничена слева кривой ,sin2 yx  справа прямой 0x  и с боков 

прямыми 0y , πy 2 . 

Решение. Область   (рис. 3.11) 

является простой (вида 2). При любом 

фиксированном y  из отрезка  2;0  x  

меняется от 0x , до yx sin2  . 

Поэтому имеем  

  













2

0

sin2

0 22
dydx

x
dxdy

x y

 
 


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

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y
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x
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



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Замечание. Интеграл 
2

0

2cos dyy  взят методом подстановки 

,2yt   тогда dydt 2  или dtdy
2

1
 . При изменении y  от 0 до π2  t 

меняется от 0 до π4 . Следовательно, 


 4

0

2

0

cos
2

1
2cos dttdyy . 

Пример 4. Вычислить объем ци-

линдрического тела, ограниченного 

снизу областью  , указанной на рис. 

3.12, и сверху – плоскостью yxz  . 

Решение. Область интегрирования 

  ограничена снизу кривой   0x , 

сверху – кривой   2xx  . Спроециро-

вав   на ось x0 , получим отрезок  1;0 . 

Следовательно,  


dxdyyxfV );(  

   







 








  

1

0 00

1

0 0

222

)( dxdyydyxdxdyyxdxdyyx
xxx
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3 
xx

dxxdxx  

Пример 5. Вычислить массу 

пластинки, ограниченной прямой 

xy   и параболой 
2xy   (рис. 3.13), 

если плотность распределения мас-

сы выражается функцией 

yxyx 2),(  .  

Решение. Область интегрирова-

ния   ограничена снизу кривой 

  2xx  , сверху – кривой   xx  , 

спроецировав   на ось x0 , получим 

отрезок  1;0 . Следовательно, 10  x .  Имеем  

Рис. 3.12 

Рис.3.13 
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Задачи для самостоятельной работы 

 

1. Изменить порядок интегрирования в интеграле 
34

0

);(
y

dxyxfdy . 

2.Изменить порядок интегрирования в интеграле 
x

x

dyyxfdx
21

0 2

);( . 

3.Вычислить  


dxdyyx )( , где σ ограничена  линиями y=x
2
+1; y=9-x

2
. 

4. Вычислить  


dxdyyx )( 22  по параллелограмму, ограниченному 

прямыми у=х, y=0, y=2, у=х-2. 

5. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линиями: х=0, 

у=5, у=х
2
+1.  

6 Вычислить площадь области, ограниченной линиями 

,2sin xy  







2
;0,0,cos


xyxy . 

7. Вычислить массу плоской пластины, ограниченной линиями x=0, 

y=0, y=1-x
2
, если ее плотность в каждой точке равна абсциссе этой 

точки, =х.  

8. Вычислить массу плоской пластины, ограниченной линиями x=0, 

x=2, y=1, y=4, если ее плотность в каждой точке равна абсциссе этой 

точки, .22 xyx   
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Ответы  

 

1. 
.);();(

4

0

3

20

2

0

2

 dyyxfdxdyyxfdx
x

 

2. .);();(
1

2

2

1

2

1

0


y

y

y

dxyxfdydxyxfdy

 

3. 
.

3

320

 

4. 24. 5. .
3

16

 

6. .
4

3

 

7. .
4

1

 

8. 38. 

 

§2. Замена переменных в двойном интеграле 

 

Теоретический материал 
 

При вычислении двойных интегралов иногда бывает полезно 

сделать замену переменных. Пусть  

 

 







yxvv

yxuu

,

,,
 

функции, определенные на всей плоскости yx0  или в некоторой ее 

области   и имеющие непрерывные частные производные в области 

 . Допустим также, что систему уравнений можно однозначно раз-

решить относительно x  и y :  

 

 







,,

,,

vuyy

vuxx
 

тогда каждой точке  yxM ,  из области   будет взаимно однозначно 

соответствовать пара чисел  vu, , называемых криволинейными инте-

гралами этой точки. Если область   расположена в той части плоско-

сти yx0 , в которой введены криволинейные координаты u , v , то 

справедлива следующая формула: 

        


dudvvuJvuyvuxfdxdyyxf ,,,,, ,       (3.7) 

где   – область изменения криволинейных координат u  и v , отве-

чающая области  , а  
u

y

v

x

v

y

u

x

v

y

u

y

v

x

u

x

vuJ




































, . 
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В частности, в полярных координатах (рис. 3.14)  









.sin

,cos





ry

rx
 

Данная система осуществляет переход от прямоугольных коор-

динат x  и y  к полярным координатам r  и   при условии, что полюс 

помещен в начале координат и полярная ось направлена вдоль оси x0  

(рис.3.14). В этом случае rJ   и формула (3.7) принимает вид 

    


drdrrrfdxdyyxf sin,cos, .                    (3.8) 

Если область   ограничена лучами, образующими с полярной 

осью углы 1  и 2   21   , кривыми  1rr   и  2rr   

     21 rr   (см. рис. 3.15), то соответствующие этой области поляр-

ные координаты изменяются в пределах  

     2112 ; rrr   и тогда 

   
 

 












2

1

2

1

sin,cos,
r

r

drrrrfddxdyyxf .         (3.9) 

Если область   охватывает начало координат, то 

   
 








r

drrrrfddxdyyxf
0

2

0

sin,cos, ,         (3.10) 

где   rr полярное уравнение кривой, ограничивающее область   

(рис.3.16). 

Формулы перехода очень удобно использовать при решении за-

дач, когда область   есть круг или сектор круга. 

 

Рис.3.14 Рис.3.15 
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Образцы решения задач 
 

Пример 1. Вычислить двойной интеграл   


dxdyyx 221 , ес-

ли область   ограничена окружностью 122  yx  (рис. 3.17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение. Область   есть круг радиуса 1 с центрами в начале ко-

ординат. Введем полярные координаты. В полярных координатах 

уравнение окружности примет вид     1sincos
22
  rr , или 

1sincos 2222   rr , т.е. 12 r , или 1r . Тогда по формуле (3.10) 

получаем 

       







  






2

0

1

0

2222 sincos11 ddrrrrdxdyyx  

  
















 













  








 





2

0

0

1

1
2

1

2

0

0

1

2

1
2

0

1

0

2

1
2

2

0

1

0

2
|

1
2

12

1

2

1
11 d

t
ddttddrrrddrrr

 












2

0 5.1

1

5.1

0

2

1
d .

3

2
|

3

1

3

2

2

1 2

0

2

0

 










 d  

Замечание. Интеграл   
1

0

2

1
21 drrr  взят методом замены пере-

менной. Положим tr  21 . При 0r  получим 1t , а при 1r  0t . 

Изменению переменной r  от 0r  до 1r  соответствует изменение 

переменной t  от 1t  до 0t .  

Рис.3.16 Рис.3.17 
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cosar   

Рис. 3.18 

  dtrd  21 , или dtdrr  2 , откуда 
r

dt
dr

2
 . Подставляя получен-

ные выражения в интеграл, имеем   dttdrrr  
0

1

2

1
1

0

2

1
2

2

1
1 . 

Пример 2. Вычислить двойной 

интеграл 


dxdyy , если область   

ограничена верхней половиной дуги 

окружности axyx  22
 и отрезком 

оси x0  от точки с абсциссой, рав-

ной 0, до точки с абсциссой, равной 

a  (рис.3.18). 

Решение. Введем полярные 

координаты. Тогда уравнение ок-

ружности примет вид 

    ;cossincos
22

 arrr   

;cossincos 2222  arrr   

  ;cossincos 222  arr  cos12 arr   или окончательно имеем 

cosar  . 

Найдем область определения этой функции. Так как по определе-

нию 0r , то 0cos a , то есть 
22





 . Верхняя часть дуги ок-

ружности лежит в первой четверти, для которой   меняется в преде-

лах от 0  до 
2


. По формуле (3.9) имеем  

 







 










2

0

cos

0

2
2

0

cos

0

sinsin











 ddrrddrrrdxdyy
aa

 













0
2

,10

,sin

,cos

3

cos
sin|

3
sin

2

0

332

0

cos

0

3

t

t

ddt

t

d
a

d
r a


















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124333

3
1

0

431

0

3
30

1

3
3 ata

dtt
a

dtt
a

 . 

Пример 3. Вычислить объем тела, ограниченного плоскостью 

0z  и параболоидом 
223 yxz   (рис. 3 19). 

 

Решение. Сверху данное тело (см.рис.3.19) ограничено парабо-

лоидом 
223 yxz  , поэтому, воспользовавшись формулой для вы-

числения объема цилиндрического тела, ограниченного плоскостью   

плоскости yx0 , имеем  

    


dxdyyxdxdyyxfV 223, . 

Область   (рис. 3.20) есть круг, его границу получим подстанов-

кой 0z  в уравнение 
223 yxz  . 

Введем полярные координаты. Тогда уравнение окружности 

примет вид     3sincos
22
  rr ;   3sincos 222  r ; 32 r ; 

3r . Угол   меняется от 0  до 2 . 

Учитывая симметрию тела относительно плоскостей zx0  и zy0 , 

найдем  

       







 

2

0

3

0

22
sincos3

4



 ddrrrr
V

 

Рис.3.20 Рис.3.19 
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      







  








 

2

0

3

0

2
2

0

3

0

222 3sincos3



 ddrrrddrrr

 

 












 










2

0

3

0

4
3

0

22

0

3

0

3
3

0

|
4

|
2

33



 d
rr

ddrrdrr

 

   
.

8

9
|

4

9

4

9

4

9

2

9

4

3

2

3
3 2

0

2

0

2

0

2

0

42






 






















 ddd

 

Следовательно, 
2

9
V . 

Пример 4. Вычислить двойной 

интеграл  


dxdyyx 224 , если 

область   ограничена линиями: ду-

гой окружности 422  yx  и пря-

мыми xy  , xy 3   0x  

(рис.3.21). 

 Решение. Введем полярные 

координаты. Тогда уравнение ок-

ружности примет вид 

    4sincos
22
  rr ; 

  4sincos 222  r ; 42 r ; 2r .  

Найдем угол между прямой xy 3  и осью x0 . В полярных ко-

ординатах уравнение прямой примет вид   cos3sin rr  ; 

3
cos

sin





; 3tg  ; 

3


  . Значит, угол между прямой xy 3  и 

осью x0  равен 
3


.  

Найдем угол между прямой xy   и осью x0 . В полярных коор-

динатах данное уравнение примет вид:  cossin rr  ; 1
cos

sin





; 

1tg  ; 
4


  . Значит, угол равен 

4


.  

Рис.3.21 
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Таким образом, получим пределы изменения угла   от 
4


 до 

6


. 

Следовательно,  

      







  

3

4

2

0

2222 sincos44





 ddrrrrdxdyyx  

 







 


















 







 

3

4

4

0

2/1
3

4

0

4

2

3

4

2

0

2

2

1

2

1

02

,40

,2

,4

4













 ddttddtt

tr

tr

rdrdt

rt

ddrrr

 

 




















3

4

4

0

2

3

2

32

1





d
t


3

4

2

3

8
3

1




d  
3

4

3

8





d .
9

2

433

8

4

3

3

8 





 







   

 

Задачи для самостоятельной работы 
 

1. Вычислить, перейдя к полярным координатам, интеграл 

 


dxdyyx
224 , где область интегрирования  : 1  x

2
+y

24. 

2. Вычислить, перейдя к полярным координатам, интеграл 

  


dxdyyx 32 , где  – часть кругового сектора единичного радиуса с 

центром в начале координат, расположенная в 1-м квадранте. 

3. Вычислить  


dxdyyx 9
22 , если   ограничена линиями 

,922  yx .2522  yx   

4. Вычислить  


dxdyyx
22sin , если   ограничена линиями 

,222  yx .4 222  yx  

5. Вычислить  


dxdyyx
22

9 , если   ограничена линиями 

.322 хyx   
6. Найти объем цилиндра, ограниченного поверхностью z = 9 - x 

2
 - y

2
 , 
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цилиндром x
2
 + y

2
 = 4 и частью координатной плоскости Оху. 

7. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями x
2
 + y

2
 − 4 y = 0, 

 x
2
 + y

2
 − 8y = 0, х = 0, xy 3 . 

8. Вычислить площадь области, ограниченной лемнискатой Бернулли 
2 cos2r  .  

 

Ответы 

1. 32 . 2. 
5

4
. 3. .

3

128
 4. .6 2  5. 9

 
6. 28 . 7. 334  . 8. 1. 

 

Расчетно-графическая работа № 9 

 

1. Вычислить двойной интеграл. 

  1.1.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 23322 ,,1:;1612 . 

  1.2.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 23322 ,,1:;489 . 

  1.3. 333322 ,,1:;)9636( xyxyxDdxdyyxyx
D

 . 

  1.4.   333322 ,,1:;3218 xyxyxDdxdyyxyx
D

 . 

  1.5. 323322 ,,1:;)4827( xyxyxDdxdyyxyx
D

 . 

  1.6. 
233322 ,,1:;)3218( xyxyxDdxdyyxyx

D

 . 

  1.7.   .,,1:;15054 324422
 
D

xyxyxDdxdyyxyx
 

  1.8. xyxyxDdxdyyxyx
D

 ,,1:;)3218( 33322 . 

  1.9. 33322 ,,1:;)4827( xyxyxDdxdyyxyx
D

 . 

1.10. xyxyxDdxdyyxxy
D

 ,,1:;)34( 222 . 

1.11. 222 ,,1:;)312( xyxyxDdxdyyxxy
D

 . 

1.12. 3322 ,,1:;)98( xyxyxDdxdyyxxy
D

 . 

1.13. 3322 ,,1:;)1824( xyxyxDdxdyyxxy
D

 . 
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1.14. 3222 ,,1:;)2712( xyxyxDdxdyyxxy
D

 . 

1.15. 2322 ,,1:;)188( xyxyxDdxdyyxxy
D

 . 

1.16.  
D

xyxyxDdxdyyxxy 2355 ,,1:;)9( . 

1.17. xyxyxDdxdyyxxy
D

 ,,1:;)4824( 233 . 

1.18.  
D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;)246( 233 . 

1.19.  
D

xyxyxDdxdyyxxy 3333 ,,1:;)164( . 

1.20.   3333 ,,1:;164 xyxyxDdxdyyxxy
D

 . 

1.21.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3233 ,,1:;1644 . 

1.22.   .,,1:;1764 2333 xyxyxDdxdyyxxy
D

   

1.23. .,,1:;)9( 2333
 
D

xyxyxDdxdyyxxy  

1.24. .,,1:;)4( 333 xyxyxDdxdyyxxy
D

   

1.25. .,,1:;)1764( 2333 xyxyxDdxdyyxyx
D

  

 

2. Вычислить двойной интеграл в полярной системе координат 

 

2.1. 






dxdy
yx

yx
22

, если область  ограничена окружностью 

0422  yx . 

2.2. 






dxdy
yx

yx

22

22

, если область  кольцо между двумя окружно-

стями 422  yx  и 922  yx . 

2.3. 


dxdy
yx

x

22
, если область  ограничена окружностью 

422  yx  и прямыми yx  , xy 3 . 
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2.4.  


dxdyyx 22
, если область  часть круга 0922  yx , рас-

положенного во второй четверти. 

2.5.  


dxdyyx 922
, если область  кольцо между двумя окруж-

ностями 922  yx  и 2522  yx . 

2.6.   


dxdyyx 22 , если область  кольцо между двумя окружностя-

ми 1422  yx  и 922  yx . 

2.7. 


2225 yx

dxdy
, если область часть круга 922  yx , лежащего 

в первой четверти между прямыми xy   и 0x . 

2.8.  


dxdyyxx 22
, если область  кольцо между двумя окружно-

стями 1622  yx  и 922  yx , лежащими в верхней полуплоско-

сти. 

2.9. 


dxdy
yx

x

22
, если область  ограничена верхней половиной 

дуги окружности 1622  yx  и отрезками оси x0  от точки с абсцис-

сой, равной 0, до точки с абсциссой, равной 2. 

2.10. 


dxdy
yx

y

22
, если область  ограничена окружностью 

422  yx . 

2.11. 




dxdy
y

yx
2

22

, если область  ограничена окружно-

стью yyx 422  . 

2.12. 


 dxdye yx 22

, если область  является сектором окружности 

222  yx , лежащим в первой четверти. 

2.13.   


dxdyxyx 42 , если область  ограничена дугой окружности 

422  yx  и прямыми 0y , xy   и лежит в первой четверти. 
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2.14. 






dxdy
yx

yx
22

2
, если область  ограничена окружностью 

122  yx . 

2.15. 




dxdy
x

yx
2

22

, если область  является частью кольца, огра-

ниченного окружностями 2522  yx , 1622  yx  и прямыми 

yx  , 0x   0y . 

2.16. 






dxdy
yx

yyxx

22

4224 2
; если область  является сектором круга 

3622  yx , ограниченного прямыми xy 3  и xy
3

1
 , располо-

женного в первой четверти. 

2.17. 


dxdy
yx

xy

22
, если область  ограничена  окружностью 

422  yx . 

2.18. 


dxdy
yx

yx
22

, если область  является половиной круга 

422  yx , лежащей в четвертой четверти. 

2.19.   


dxdyyyxx 2224 2 ; если область  является сектором кру-

га 922  yx , ограниченного линиями xy 3  и 
3

x
y  , лежа-

щим во второй четверти. 

2.20.  


dxdyyx 2216 , если область  половина круга 422  yx , 

лежащего в четвертой четверти. 

2.21. 




dxdy
y

yx
2

22

, если область   ограничена окружностью 

0922  yx . 

2.22. 




dxdy
y

yxx 22

, если область  половина круга 122  yx , 

лежащая в первой четверти. 
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2.23. 


dxdy
yxx

y

22
, если область  половина круга 0422  yx , 

лежащая во второй четверти. 

2.24.  


 dxdyyx , если область  часть окружности 0222  xyx , 

лежащая во второй четверти. 

2.25. 


dxdy
yx

y
22

, если область  является кольцом,  ограниченным  

окружностями 422  yx  и 122  yx . 
 

3. Вычислить массу материальной пластины плотностью 

yxyx ),(  , если она ограничена линиями: 

 

3.1. 

 

 

3.2. 

.0;32;: 2  xxyxyD  .6;1;3;1:  yxyyxD  

3.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.  

 

.2;5,0;3:  xxyxyD  .0;42;4: 2  yyxxyD  



91 

 

3.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

.0;5;2: 2  yyxxyD  

3.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

.22;0;4: 2 xyyyxD   

3.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.3;
3

;2:  x
x

yxyD  

3.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.2;25.0;: 22  xxyxyD  

3.9. 

.25.0;3;: xyyxyD   

3.10. 

 

 

 

 

 

 

 

.4;;25,0: 2  yxyxyD  
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3.11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.0;)4(;: 22  yxyxyD  

3.12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.1;2653;: 2  yyxxyD  

3.13

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.0;4;21: 2  xxyxyD  

3.14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.6;1;0;
6

:  xxy
x

yD  

3.15. 

 

 

 

 

 

 

 

 
.25,0;3;: xyyxyD   

3.16. 

 

 

 

 

 

 

 

 
.2;1;3;0:  xyxyyD  
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3.17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.0;33;1: 2  xyxxyD  

3.18. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.2;;: 22  xxyxyD  

3.19

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

.6;0;4;: 2  xyyxyD  

3.20. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

.2;;5.0: 2  yxyxyD  

3.21. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
.4;;42:  yxyxyD  

3.22. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.6;1;0;6:  xxyхyD  
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3.23. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
.3;3;2:  хyxxyD  

3.24. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.0;6;: 2  хyxxyD  

3.25. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.0;33;1: 2  xyxxyD  

3.26. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.2;;: 33  xxyxyD  

 

 

4. Вычислить объѐм тела, если оно ограниче-

но поверхностями.  

4.1. 

0z , 2z , 
222 yxx  . 

 

 

 

 

 

 

8 

-8 
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4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22 yxz  , 0z , 

222 yxy  . 

4.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
224 yxz  , 0z . 

4.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22 yxz  , 922  yx , 0z . 

4.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22 yxz  , 

222 yxz  . 

4.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 zy , 
2xy  , 0z . 

4.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22 yz  , 1x , 1x . 
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4.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0z , 2z , 
222 yxx  . 

4.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22 yxz  , 4z . 

4.10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

422  yx , 122  yx , 

0z , 2z .  

4.11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

422  yx , zyx 222  , 0z .  

 

4.12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
21 xz  , 1x , 1x , 0z . 

 

4.13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
21 xz  , 0x , 0y , 1y , 

0z . 
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4.14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

422  yx , 0y , 0z , 4z . 

4.15. 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

2
2

x
z  , 0x , 0y , 2y , 

0z . 

4.16. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 zyx , 0x , 1x , 0y , 

1y , 0z . 

4.17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2x , 0y , 2y , 0z , xz  . 

4.18. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yz  1 , yz 22  , 
2xy  . 

4.19. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1x , 0y , xy  , 0z , 1z . 
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4.20. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

,0x 1y , 
2xz  , xz  2 ,  

0y . 

4.21. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

0x , 12  yx , 0z , 2z . 

4.22. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yz  4 , 
2xy  , 0z . 

4.23. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0x , 42  yx , 0z . 

4.24. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
226 yxz  , 

222 yxz  . 

4.25. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0x , 0y , 2y , 
21 xz  . 
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4. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ РЯДОВ 

 

§1. Числовые ряды 

 

Теоретический материал 

 

Определение 1. Числовой ряд есть алгебраическая сумма беско-

нечного числа слагаемых. Всякий ряд имеет, таким образом, вид 

   11321 nnn aaaaaa  

Причем написанное выражение не имеет последнего члена, но за 

каждым из слагаемых имеется следующее слагаемое.  

Для сокращенного обозначения рядов используется знак сумми-

рования  , а именно: 




1
21

n
nn aaaa  . 

Определение 2. Числа 1a , 2a ,..., na ,... называются членами ряда 




1n
na , na  называется общим членом ряда.  

Рассмотрим некоторые примеры рядов. В курсе математики 

средней школы мы уже встречались с понятием ряда, который полу-

чается при вычислении суммы членов геометрической прогрессии:  




0n

nn aqaqaqa  . 

Определение 3. Ряд 


0n

naq  называется рядом геометрической 

прогрессии. 

Если, например, 1a , 
5

1
q , то получим ряд 




0
2 5

1

5

1

5

1

5

1
1

n
nn

 . 

Определение 4. Ряд 

 


 nnn

1

3

1

2

1
1

1

1

 

называется гармоническим рядом. 

Определение 5. Сумма первых n членов ряда называется час-

тичной суммой ряда. 

Если частные суммы ряда становятся все более и более точными 
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приближениями некоторого числа, то ряд мы назовем сходящимся. То 

есть, если существует число S , для которого 1S , 2S ,..., nS ,... являются 

приближенными значениями, то S  называют суммой ряда и пишут 

Saaaa n  321 . 

Определение 6. Ряд 


1n
na  называется сходящимся, если последо-

вательность его частных сумм 1S , 2S ,..., nS ,...  сходится, т.е. если су-

ществует конечный предел 

SSn
n




lim . 

Если n
n

S


lim  не существует или 


n
n

Slim , то ряд называется 

расходящимся и ему не приписывается никакое числовое значение. 

 

Свойства сходящихся рядов 

 

1. Если ряд 


1n
na  сходится и его сумма равна S , то для произ-

вольного числа c  ряд 

 



n

n
n cacacaca 21

1

 

также сходится и его сумма, равная cS . Если же ряд 


1n
na  расходится 

и 0c , то и ряд 


1n
nca  расходится. 

2. Если ряды 

 



n

n
n aaaa 21

1

 и  



n

n
n bbbb 21

1

 

сходятся и их суммы равны соответственно S   и S  , то и каждый из 

двух рядов 

          



nn

n
nn babababa 2211

1

 

сходится и сумма каждого равна соответственно SS  . 

Другими словами: сходящиеся ряды можно почленно склады-

вать и вычитать. 

3. Если в ряде 


1n
na  добавить или отбросить конечное число чле-
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нов, то полученный ряд 

  naaa 21  

сходится или расходится одновременно с данным. В случае сходимо-

сти рассматриваемых рядов их суммы отличаются на сумму добав-

ленных или отброшенных членов. 

4. Если ряд 


1n
na  сходится, то его общий член na  стремится к ну-

лю. 

Следствие 1. Если n-й член стремится к нулю, еще не следу-

ет, что ряд сходится, ряд может и расходиться. 

 

Образцы решения задач 

 

Пример 1. Исследуем на сходимость ряд геометрической про-

грессии 


0n

naq . 

Решение. 

 









q

qa
aqaqaqaS

n
n

n
1

1 1
2 

q

aq

q

a

q

aqa nn









 

111

11

. 

Рассмотрим q , удовлетворяющее условию 1q . 

Тогда 

































 q

aq

q

a

q

aq

q

a
SS

n

nn

n

n
n

n 1
lim

1
lim

11
limlim

11

 

q

a

q

a

q

a
q

q

a

q

a n

n 












 

 1
0

11
lim

11

1
. 

Итак, при 1q  ряд 


0n

naq  сходится и его сумма S  равна 
q

a

1
. 

В частности, сумма ряда 


0 5

1

n
n

 равна 
4

5

5

1
1

1




S . 

Если 1q , то ряд 


0n

naq  сходится лишь при 0a . В этом слу-

чае 0nS  и, следовательно, 0lim 


n
n

S . Если 0a  и 1q , то  
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    









 





 q

a
q

q

a

q

qa
S n

n

n

n
n

n 1
1lim

11

1
limlim 1

1

, т.е. ряд 




0n

naq  расходится. 

Если 0a  и 1q ,то получим при 1q  ряд 

  aaa , 

следовательно 


anaanS
nn

n
n

limlimlim , т.е. ряд является 

расходящимся. 

При 1q  ряд 

   


aaaaa
n 1

1 , 

где 02 nS , aS n 12 , следовательно, последовательность частичных 

сумм a , 0, a , 0,... не имеет предела. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 










1

1
ln

1
ln

4

5
ln

3

4
ln

2

3
ln2ln

n n

n

n

n
 . 

Решение. Для частных сумм данного ряда имеем 




 
n

n
Sn

1
ln

4

5
ln

3

4
ln

2

3
ln2ln  

 
 1ln

321

1432
ln 




 n

n

nn




. 

Следовательно,   


1lnlimlim nS
n

n
n

. 

Согласно определению 6 ряд является расходящимся. 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд 

   


















1 2

1

2

1

53

1

42

1

31

1

n nnnn
 . 

Решение. Преобразуем частные суммы данного ряда. Для этого 

запишем общий член ряда следующим образом: 

  22

1







n

B

n

A

nn
an . 

Найдем числа A  и B : 

 
 
 

 
 

.
2

2

2

2

22

1














 nn

AnBA

nn

BnnA

n

B

n

A

nn
 

Если две равные дроби имеют одинаковые знаменатели, то и их 

числители равны, т.е. 
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  AnBA 21   или   AnBAn 210  . 

Два многочлена являются равными, если равны коэффициенты 

при одинаковых степенях неизвестных, т.е. 









.12

,0

A

BA
 

Откуда 
2

1
A , 

2

1
B . Тогда 












2

11

2

1

nn
an , 











3

1
1

2

1
11 aS , 




















4

1

2

1

2

1

3

1
1

2

1
212 aaS , 





























5

1

3

1

2

1

4

1

2

1

2

1

3

1
1

2

1
3213 aaaS




















5

1

2

1

4

1

2

1

4

1
, 





























6

1

4

1

2

1

5

1

2

1

4

1

2

1

4

1
43214 aaaaS  




















6

1

2

1

5

1

2

1

4

1
, 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 








































1

1

2

1

7

1

5

1

2

1

6

1

2

1

5

1

2

1

4

1

n
Sn   



































2

1

2

1

1

1

2

1

4

1

2

11

2

1

nnnn
. 

Отсюда 






























 2

1

2

1

1

1

2

1

4

1
limlim

nn
S

n
n

n
 

4

1

2

1
lim

2

1

1

1
lim

2

1

4

1
lim 







 nn nnn
, т.к. 0

1

1
lim 

 nn
 и 

0
2

1
lim 

 nn
. 

Следовательно, данный ряд сходится и его сумма равна 
4

1
. 
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Пример 4. Известно, что ряд 


0 5

1

n
n

 сходится. Показать, что схо-

дится и ряд  
4

234

5

1

5

1
15555

n
 

Решение. Последний ряд получается из ряда 


0 5

1

n
n

 умножением 

на 
45c , следовательно, он сходится согласно свойству 1. 

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд 

 






n

nn

n
n

nn

6

32

36

13

6

5
2

6

32

0

 

и если он сходится, найти его сумму S . 

Решение. Данный ряд можно представить в виде 

 









































 









 000 2

1

3

1

6

3

6

2

6

32

n
nn

n

nn

n
n

nn

 

  


















22 2

1

3

1

2

1

3

1
11  

Так как ряды 

 



n

n
n 3

1

3

1

3

1
1

3

1
2

0

 

и 

 



n

n
n 2

1

2

1

2

1
1

2

1
2

0

 

являются рядами геометрической прогрессии, его знаменателями, 

меньшими единицы, то они сходятся и их суммы равны соответст-

венно 
2

3

3

1
1

1




S , 2

2

1
1

1




S  (см.пример 1). 

Следовательно, данный ряд сходится по свойству 2 и его сумма 

равна 
2

7
2

2

3
 SSS . 

Пример 6. Как известно, ряд геометрической прогрессии 


0 5

1

n
n

 

является сходящимся. Тогда сходящимся является, например, и ряд 

 
1653 5

1

5

1

5

1

5

1
25

n
, который получается из данного 
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отбрасыванием конечного числа членов: 25  и добавлением сла-

гаемых: 
42 5

1

5

1

5

1
1  . 

Рассмотрим необходимое условие сходимости ряда. 

Пример 7. Ряд  



13

2

10

6

7

4

4

2

n

n
 

расходится, так как в силу необходимого признака сходимости (свой-

ство 4) 

0
3

2

1
3

2
lim

13

2
limlim 



































n

n

n
a

nn
n

n
. 

При вычислении предела воспользовались тем, что 0
1

lim 
 nn

. 

Подчеркнем, что рассматриваемый признак является только необхо-

димым, но не является достаточным, т.е. из того, что член стре-

мится к нулю, еще не следует, что ряд расходится, ряд может и 

расходиться. Примером такого ряда может служить гармонический 

ряд 


1

1

n n
. Он расходится, хотя 0

1
limlim 

 n
a

n
n

n
. Чтобы доказать это, 

напомним, что ,
1

1 e
n

n









 т.е. 

e
n

n
n








 1
. 

Логарифмируя неравенство по основанию e, получим  

e
n

n
n

ln
1

ln 






 
, или 1

1
ln 



n

n
n . 

Отсюда  

nn

n 11
ln 


, или    

n
nn

1
ln1ln  . 

Подставим в полученное неравенство поочередно 

1n ,2 ,3 ,..., 1n ,n . 

Получаем неравенства 

12ln  ,
2

1
2ln3ln  ,

3

1
3ln4ln  , 
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- -  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

 
1

1
1lnln




n
nn ,  

n
nn

1
ln1ln  . 

Сложив почленно эти неравенства, получаем 

 
nn

n
1

1

1

3

1

2

1
11ln 


  , т.е. частичная сумма гармоническо-

го ряда  1ln
1

3

1

2

1
1  n

n
Sn  . Поскольку   


1lnlim n

n
, 

получаем 


n
n

Slim , следовательно, гармонический ряд расходится. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Задача 1. Исследовать на сходимость ряд 




3
2 23

1

n nn
. 

Задача 2. Доказать, что ряд  


1n
nu  расходится, если: 

 

а) 
1310

103
2

2






nn

nn
un ; б) 

n

n
n

n
u

2

23

13












 ; 

в) 
12

sin





n
nun ; г) 

32

12
3

1










n

n

nu . 

 

§2. Числовые ряды с неотрицательными членами 

 

Теоретический материал 

 

При анализе рядов, полученных в результате моделирования ка-

кой-нибудь конкретной задачи, возникают два вопроса: во-первых, 

сходится ли полученный ряд, т.е. стабилизируется ли моделируемый 

процесс, и если он сходится, то, во-первых, найти его сумму. Во мно-

гих практических задачах принципиальное значение имеет ответ на 

первый вопрос. Поэтому мы уделим основное внимание вопросу ус-

тановления признаков сходимости рядов. 

Без доказательства сформулируем признаки сравнения. 

Теорема 1. Пусть даны два ряда с неотрицательными членами:   
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 


1
21

n
nn aaaa  , 0na . 

 


1
21

n
nn bbbb  , 0nb . 

Если nn ab   для любого n , то из сходимости ряда 


1n
na  следует 

сходимость ряда 


1n
nb  и сумма ряда 



1n
nb  не превосходит сумму ряда 




1n
na ; из расходимости ряда 



1n
nb  следует расходимость ряда 



1n
na . 

Замечание 1. Утверждение теоремы остается в силе, если суще-

ствует натуральное N  такое, что для любого Nn   выполняется не-

равенство nn ab  . 

Теорема 2. Предельный признак сравнения. Пусть даны два 

ряда с неотрицательными членами 


1n
na , 



1n
nb . 

Если существует конечный и неравный нулю предел 
n

n

n b

a


lim , то 

оба ряда 


1n
na  и 



1n
nb  одновременно сходятся или одновременно рас-

ходятся. 

В качестве ряда, используемого для сравнения с данным, часто 

выбирают ряд вида 0,
1

1









n n
. Такой ряд называется обобщенным 

гармоническим рядом. В примере 16 будет показано, что при 1  

данный ряд сходится, а при 1  расходится. 

Теорема 3 (признак Даламбера). Пусть дан ряд 


1n
na  с положи-

тельными членами. Допустим, что 
n

n

n a

a 1lim 


 существует и 




n

n

n a

a 1lim . 

Тогда: 

1) если 1 , то ряд 


1n
na  сходится; 
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2) если 1 , то ряд 


1n
na  расходится. 

Замечание 2. Если 1 , то ряд 


1n
na  может быть как сходящим-

ся, так и расходящимся (см. приведенные ниже примеры 4 и 5). В 

этом случае для решения вопроса о сходимости ряда необходимы до-

полнительные исследования. 

Теорема 4 (признак Коши). Пусть ряд 


1n
na  с неотрицательными 

членами. Допустим, что n
n

n
a


lim  существует и 



n
n

n
alim . 

Тогда: 

1) если 1 , то ряд 


1n
na  сходится; 

2) если 1 , то ряд 


1n
na  расходится; 

3) если 1 , то ряд 


1n
na  может быть как сходящийся, так и расхо-

дящийся (см. приведенные далее примеры 14 и 15). 

Сформулированный выше признак целесообразно использовать, 

когда na  является n-й степенью некоторого выражения, например 

n

n

n
n

a
2

 , или 

2

1
n

n
n

n
a 







 
 . 

Замечание. Признак Даламбера и признак Коши дают ответ о 

сходимости только тех рядов, порядок малости членов которых не 

меньше, чем у ряда геометрической прогрессии, т.е. только для “бы-

стро” сходящихся рядов. С другой стороны, эти признаки устанавли-

вают расходимость только таких рядов, у которых общий член даже 

не стремится к нулю. Признаки, следовательно, являются слишком 

грубыми. Они неприменимы к рядам с медленно растущими частич-

ными суммами, каким является, например, гармонический ряд. 

Сформулируем сейчас признак, который в некоторой степени 

восполняет этот пробел. 

Теорема 4 (интегральный признак). Пусть дан ряд 


1n
na  с поло-

жительными членами, причем   naaaa 321 и  nf такая 
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непрерывная монотонно убывающая функция, что   nanf  . Тогда 

данный ряд и несобственный интеграл  


1

dxxf одновременно сходит-

ся или расходится. 

 

Образцы решения задач 

 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд 




2 lg

1

lg

1

3lg

1

2lg

1

n nn
 . 

Решение. Сравним данный ряд с гармоническим рядом. 

Имеем nn ln , значит, 
nn

1

ln

1
 . 

Так как гармонический ряд  
n

1

4

1

3

1

2

1
 расходится, то 

и данный ряд расходится. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 




1
3333

11

3

1

2

1
1

n nn
 . 

Решение. Сравним данный ряд с гармоническим рядом. Имеем 

nn 3 , значит, 
nn

11
3

 . 

Так как гармонический ряд расходится, то и данный ряд расхо-

дится. 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд 



















1
32 5

1
1

5

1

5

1

5

1

5

1
1

n
nn nnnnn

 . 

Решение. Сравним данный ряд с рядом геометрической прогрес-

сии  
n5

1

5

1

5

1
1

2
, который сходится. Имеем 

.
5

1

5

1
nnn




Следовательно, данный ряд сходится. 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд 

 







 12

3

5

9

3

6
3

12

3

1 n

n

n

n

n

 

Решение. Имеем 
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 
 

  
 
































 123

1233
lim

12

3
:

112

13
limlim 1

nn

nn

n

n

n

n

a

a

nn
n

n

n

1
6

6

3
6

33
6

lim
36

336
lim

2

2

2



























n

nn

nn

nn

nn
. 

При вычислении предела воспользовались тем, что если 0 , то 

0
1

lim 
 nn

. 

Следовательно, признак Даламбера не дает ответа на вопрос о 

сходимости данного ряда. Но так как 

0
2

3

1
2

3
lim

12

3
limlim 









n

n

n
a

nn
n

n
, т.е. не выполняется необ-

ходимое условие сходимости ряда, значит, предложенный ряд расхо-

дится. 

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд 

   
 









222

1
2

2

1

4

1

3

1

2

1

nnn

 

Решение. Для данного ряда получаем 

   

 

 

.1
961

441
lim

96

44
lim

3

2
lim

2

1
:

3

1
limlim

2

2

2

2

22

1










































nn

nn

nn

nn

n

n

nna

a

n

nnn
n

n

n

 

Следовательно, признак Даламбера не дает ответа на вопрос о 

сходимости ряда. Сравним данный ряд с рядом 

   
 

















 2

1

53

1

42

1

31

1

2

1

1 nnnnn

, который, как мы знаем 

(пример 3, §1), является сходящимся. Имеем 

   22
2

 nnn , т.е.
   2

1

2

1
2 


 nnn
, отсюда по теореме 1 получа-

ем сходимость исходного ряда 
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   
 









222

1
2

2

1

4

1

3

1

2

1

nnn

 

Пример 6. Исследовать на сходимость ряд 

   !12

1

!5

1

!3

1

!12

1

1 






 nnn

 . 

Решение. Напомним,    12321!12  nn   и 

          322212321!32!112  nnnnn  . 

Имеем 

    
 
 






















 !32

!12
lim

!12

1
:

!112

1
limlim 1

n

n

nna

a

nn
n

n

n
 

 
     

 
     3222!12

!12
lim

322212321

12321
lim











 nnn

n

nnn

n

nn 


 

   
.10

3222

1
lim 




 nnn
 

Следовательно, по признаку Даламбера данный ряд сходится. 

Пример 7. Исследовать на сходимость ряд 




1
32 555

3

5

2

5

1

n
nn

nn
 . 

Решение. Имеем 

   


















 






 55

51
lim

5

51
lim

5
:

5

1
limlim

11

1

n

n

nn

n

nnnn
n

n

n n

n

n

nnn

a

a
 

 
1

5

1

5

1
1

lim
5

1
lim 









n

n

n

nn
. 

Следовательно, по признаку Даламбера данный ряд сходится. 

Пример 8. Исследовать на сходимость ряд 

 








n

n

n
n

n

68

2

44

4

14

2

68

2

1

 

Решение. Имеем 

 
 



































 1

1

1

1
1

682

682
lim

68

2
:

68

2
limlim

nn

nn

nn

n

n

n

n
n

n

n a

a
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 
 












































6

6

8

1
6

8
2

lim

6
6

8
6

1
6

8
62

lim
6682

6822
lim

n

n

n

n

n

n

n

nnn

nn

n
 

1
3

1

6

12



 , следовательно, по признаку Даламбера ряд сходится. 

При решении воспользовались тем, что 0
6

8
lim 

 nn
. 

Пример 9. Исследовать на сходимость ряд 

 





 !

32

!3

11

!2

7

1

5

!

32

1 nn

n

n

n

 

Решение. Имеем 

 
 

   


















 
















 !132

!32
lim

!

32
:

!1

32
limlim

11
1

n

n

nna

a
n

n

n

nn

n
n

n

n
 

  

























1321
2

3
12

!
2

3
22

lim

nn

n

n

n

n

n

n


 

   















































1
2

3
1

2

3
2

lim

1!
2

3
1

!
2

3
2

lim

nnn

n

n

n

n

n

n

n
 

100
1

2

1

1
lim

2

3
1

2

3
2

lim 









 nn

n

n

n
, следовательно, по признаку Да-

ламбера ряд сходится. 

Пример 10. Исследовать на сходимость ряд 

 














2020

3

20

2

1
20 10

5

310

5

210

5

10

5

10

5

nn

n

n

n

 

Решение. Имеем 

   




















 n

n

n

nn

n
n

n

n n

n

nna

a

5110

105
lim

10

5
:

110

5
limlim

20

201

2020

1
1  
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 







 20

20

1105

1055
lim

n

n
n

n

n  






 20

20

1

5
lim

n

n

n
 

,1515
1

1

1
lim5

1
5lim 20

20

20





































n

n

n

nn
 

следовательно, по признаку Даламбера ряд расходится. 

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие признак Коши, который 

целесообразно использовать, когда na  является n-й степенью некото-

рого выражения, например 
n

n

n
n

a
2

 , или 

2

1
n

n
n

n
a 







 
 . 

Пример 11. Исследовать на сходимость ряд 

 



























 















n

n

n

n

n

n

n

2311

3

7

2

5

1

23

22

1

 

Решение. Имеем 

1
3

1

2
3

1
lim

23
lim

23
limlim 




















n

n

n

n

n
a

nn

n

n

n

n
n

n
, следователь-

но, по признаку Коши ряд сходится. 

Пример 12. Исследовать на сходимость ряд 

 






 


















 







 



22

1

3

4

2

3
2

1
94

1

n

n

n

n

n

n

n
 

Решение. Напомним, что 7,2
1

1lim 










e

n

n

n
. Имеем 























 








 




nn

n

n

n

n

n
n

n n

n

n

n
a

1
22

1
lim

1
limlim 1

1
1lim 











e

n

n

n
, 

следовательно, по признаку Коши ряд расходится. 

Пример 13. Исследовать на сходимость ряд 

 


































 











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Решение. Имеем 


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
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n

n

n
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n

n

n

n

n

nn
, следовательно, по 

признаку Коши ряд сходится. 

Пример 14. Исследовать на сходимость ряд 

 




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Решение. Имеем 

1
1

1lim
1

1limlim 


















 nn
a

n

n

n

n

n
n

n
. 

Следовательно, по признаку Коши данный ряд исследовать нель-

зя. С другой стороны, 0
1

1limlim 










e

n
a

n

n
n

n
, следовательно, не 

выполняется необходимое условие сходимости ряда, значит, данный 

ряд расходится. 

Пример 15. Исследовать на сходимость ряд 

 
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
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Решение. Используя равенство 1lim
0




, получаем 

11
1

lim
1

limlim 2

2
1

2













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
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
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




n

n

n

n

n
n

n nn
a , но этот ряд сходится, так 

как если отбросить первых два члена, то он совпадает с рядом 

   










1
2222

2

1

2

1

4

1

3

1

n nn
 , который является сходящимся 

(см. пример 5). 
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Пример 16. Исследовать на сходимость обобщенный гармониче-

ский ряд 

0
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1
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1



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, 1 . 

Решение. Рассмотрим функцию  



x

xf
1

, 1x . Эта функция 

непрерывна, монотонно убывает и  



n

nf
1

, следовательно, можно 

применить интегральный признак. При 1  имеем 











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
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1
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M
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x
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1
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1
lim 111 
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











 






MM

MM
. 

Здесь необходимо рассмотреть два случая: 

1) 01  , т.е. 1  или 01 ; следовательно, 
1

1 1


 
M

M  

стремится к нулю, если M  стремится к бесконечности. Тогда 

1

1

1

1
1

1
lim

1

1
1

1 

















 



 Mx

dx

M
, 

таким образом, при 1  данный ряд сходится. 

В частности, ряд  

4

7

4

7

1

4

7
3

1

2

1
1

n

сходится, т.к. 1
4

7
 . 

2) 01  , т.е. 1 . Тогда 1M  неограниченно возрастает при M , 

стремящемся к бесконечности, следовательно, 

  










1lim

1

1 1

1

M
x

dx

M
 и данный ряд расходится. 

B частности, ряд  
333

1

3

1

2

1
1

n
 расходится, так как 

1
3

1
 . 

Пример 17. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Рассмотрим функцию  
 

2

2ln 3






x

x
xf , 1x . Эта 

функция непрерывна, монотонно убывает и  
 

2

2ln 3






n

n
nf , следо-

вательно, можно применить интегральный признак 

   
 


























)2ln(

,3ln1

,
2

),2ln(

2

2ln
lim

2

2ln

1

3

1

3

MtMx

tx
x

dx
dt

xt

dx
x

x
dx

x

x M

M
 






)2ln(

3ln

3lim
M

M
dtt    






3ln2ln

4

1
lim|

4
lim 44)2ln(

3ln

4

M
t

M

M

M
, 

т.к. )2(ln 4 M  неограниченно возрастает при M , стремящемся к бес-

конечности. Следовательно, ряд расходится. 

Пример 18. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Рассмотрим функцию  
2ne

x
xf  , 1x . Эта функция 

непрерывна, монотонно убывает и  
2ne

n
nf  , следовательно, можно 

применить интегральный признак 
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
 , т.к. 

2Me  

неограниченно возрастает при M , стремящемся к бесконечности. 

Следовательно, данный ряд сходится по интегральному признаку. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Задача 3. Исследовать сходимость ряда  


1n
na , если:  
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а) 
22

1

n
a

nn


 ; 
б) 

5 1

5




n
an . 

Задача 4. Исследовать сходимость ряда 


1n
na , если: 

а) 
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1
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
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б) 
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an

; 
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3
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


n
nan . 

Задача 5. Исследовать на сходимость ряд  


1n
na  с помощью при-

знака  Даламбера, если: 
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Задача 6. Исследовать на сходимость ряд 


1n
na  с помощью ради-

кального признака Коши: 
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Задача 7. Исследовать на сходимость ряд 


1n
na  с помощью инте-

грального признака Коши, если: 

а) 

4 3

1

n
an  ; 

б) 
21

1

n
an


 ; 

в) 

3

23

n
n

e

n
a  ; 

г) 
.

ln8

1

2 nn
an




 

   
 

 

 

 



118 

 

Ответы 
 

3. а) Ряд сходится, б) ряд расходится. 4. а)  Ряд сходится, б) ряд схо-

дится, в) ряд расходится. 5. а) Ряд расходится, б) ряд расходится, в) 

ряд расходится, г) ряд сходится, д) ряд сходится. 6. а) Ряд сходится,  

б) ряд расходится, в) ряд сходится, г) ряд сходится, д) ряд сходится.  

7. а) Ряд расходится,  б) ряд сходится, в) ряд сходится, г) ряд расхо-

дится. 

 

§3. Знакопеременные и знакочередующиеся ряды 

 

Теоретический материал 

 

Определение 1. Ряды, содержащие как положительные, так и от-

рицательные члены, называются знакопеременными. 

Пусть дан знакопеременный ряд 

 



n

n
n aaaa 21

1

 

Рассмотрим ряд, состоящий из модулей всех членов данного ря-

да: 




1n
na  naaaa  321  

Теорема 1. Если ряд 


1n
na  сходится, то сходится и ряд 



1n
na . 

Так как ряд 


1n
na  сходится, то и сходится ряд 



1n
na , потому что 

все его члены либо меньше, либо равны членам ряда 


1n
na , и по при-

знаку сравнения он является сходящимся. 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд 

 
   
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Решение. Ряд, составленный из модулей членов данного ряда 




1
22222

11

4

1

3

1

2

1
1

n nn
 , 

сходится (см. пример 5, §2), следовательно, и данный ряд сходится. 



119 

 

Определение 2. Знакопеременный ряд 


1n
na  называется абсо-

лютно сходящимся, если сходится ряд 


1n
na , составленный из мо-

дулей его членов. 

Определение 3. Ряд 


1n
na  называется условно сходящимся, если 

он сходится, а ряд 


1n
na , составленный из модулей его членов, расхо-

дится. 

Теорема 1 показывает, что исследование сходимости знакопере-

менных рядов сводится к исследованию сходимости рядов с неотри-

цательными членами. 

Мы ограничимся исследованием знакочередующихся рядов, яв-

ляющихся частными случаями знакопеременных. 

Определение 4. Ряд называется знакочередующимся, если по-

ложительные и отрицательные члены следуют друг за другом пооче-

редно. При исследовании таких рядов можно ограничиться знакоче-

редующимися рядами вида 

 






1

1)1(
n

n
n a    


n

n
aaaa

1
321 1 , 

где  ,,,, 21 naaa положительные числа. 

Приведем достаточный признак сходимости знакочередующегося 

ряда. 

Теорема 2 (признак Лейбница). Знакочередующийся ряд 

 






1

1)1(
n

n
n a  сходится, если: 

1) его члены убывают по модулю, 

  naaaa 321 ; 

2) его общий член стремится к нулю, 

0lim 


n
n

a . 

При этом сумма S  ряда  






1

1)1(
n

n
n a  удовлетворяет неравенст-

вам 10 aS  . 
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Образцы решения задач 

 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. 1. Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Для это-

го рассмотрим ряд, состоящий из абсолютных величин, т.е. ряд 
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Для исследования знакоположительного ряда воспользуемся ин-

тегральным признаком (см. теорему 5, §2). Рассмотрим функцию 

 
3

1

x
xf  , 1x . Эта функция непрерывна, монотонно убывает и 

 
3

1

n
nf  , следовательно, условие интегрального признака удовле-

творено. Имеем 
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так как 


3

2

lim M
M

. 

Итак, ряд 


1
3

1

n n
 расходится, т.е. исходный ряд не является абсо-

лютно сходящимся. 

2. Исследуем ряд на условную сходимость. 

Воспользуемся признаком Лейбница. Имеем 

 
3333

1

4

1

3

1

2

1
1

n
,  

0
1

limlim
3


 n

a
n

n
n

. 

Оба условия признака Лейбница выполняются, значит, ряд явля-

ется условно сходящимся. 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд 

   
 















13

2

28

16

10

8

4

4

13

2
1

1

1

n

n

n
n

n
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Решение. Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Для этого 

рассмотрим ряд, состоящий из абсолютных величин 

 











13

2

28

16

10

8

4

4

13

2 1

1

1

n

n

n
n

n

 

Для исследования знакоположительного ряда воспользуемся при-

знаком Даламбера. Имеем 

 




















































 132

)13(2
lim`

13

2
:

13

2
limlim

11

21

1

2
1

nn

nn

nn

n

n

n

n
n

n

n a

a
 

6

3

1
3

3

1
12

lim

3

1
332

3

1
1322

lim
1

1
















































































n

n

n

n

nn

n

nn

n
, 

т.к. 0
3

1
lim 

 nn
. 

Следовательно, ряд, составленный из абсолютных величин, схо-
дится, а исходный ряд является абсолютно сходящимся. 

Пример 4. Исследовать данный ряд 

 
   






 






12

2
1

5

4

3

2

12

21 1

1

1

n

n

n

n n

n

n

 

Решение. Исследуем данный ряд на абсолютную сходимость. 

Для этого рассмотрим ряд, состоящий из абсолютных величин 

 







 12

2

5

4

3

2

12

2

1 n

n

n

n

n

 

Имеем 












 2

2

1
2

2
lim

12

2
lim

12

2
limlim

n

n

n

n

n
a

nnn
n

n
01 , 

 т.к. 0
1

lim 
 nn

. 

Таким образом, не выполняется необходимое условие сходимо-

сти ряда, мы заключаем, что ряд, составленный из абсолютных вели-

чин, расходится. Значит, исходный ряд не является абсолютно сходя-

щимся. Исследуем его на условную сходимость. Проверим выполне-

ние первого условия признака сходимости Лейбница 
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01
12

2
limlim 




 n

n
a

n
n

n
. 

Следовательно, предложенный ряд является расходящимся. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Задача 1. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

ряд  


1n
na , если: 

а) 
2

1 12
)1(

n

n
a n

n


  ; 

б) 
2

1 1

3

1
)1(

n

n

n
n

n

n
a 







 
  ; 

в) 

!

5
)1(

12

n
a

n
n

n



 ; 
г) 

3

1

8ln

1
)1(


 

nn
a n

n ; 

д) 
12

2

)1(  n

n

n
n eu ; 

е) 
2

1 12
)1(

n

n
a n

n


 

; 

ж) 

 12

)1( 21








n

n

n

n
a . 

  

 

Ответы 

 

1. а) Ряд сходится условно, б) ряд сходится абсолютно, в) ряд сходит-

ся абсолютно, г) ряд сходится условно, д) ряд расходится,  

е) ряд сходится условно, ж) ряд сходится абсолютно.  

 

§4. Степенные ряды  

 

Теоретический материал 

 

Определение 1. Степенным рядом называется выражение вида 

       




2
02010

0
0 xxaxxaaxxa

n

n
n   ,0 

n
n xxa

 
где x независимая переменная; 0x фиксированное число; 

 ,,,,, 210 naaaa постоянные коэффициенты. 

Если в ряде   


0
0

n

n
n xxa  положить ax  , где a некоторое чис-
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ло, то получим числовой ряд 

       




2
02010

0
0 xaaxaaaxaa

n

n
n   

n
n xaa 0  

Определение 2. Степенной ряд   


0
0

n

n
n xxa  называется схо-

дящимся в точке a , если числовой ряд   


0
0

n

n
n xaa , полученный 

подстановкой ax  , является сходящимся рядом. При этом a  назы-

вается точкой сходимости ряда   


0
0

n

n
n xxa . 

Пример 1. Степенной ряд 

     
 













n

n

n
n

n
xxxx

5

1

5

1

5

1
1

5

1
2

2

0

 

сходится в точке 0x  и расходится в точке 24x . Действительно, 

подставляя 0x , получим числовой ряд  



n55

1

5

1
1

2
, ко-

торый как сумма членов ряда геометрической прогрессии со знамена-

телем 
5

1
q  сходится. Данный степенной ряд расходится в точке 

24x , так как числовой ряд   n5551 2
 является расходя-

щимся в силу невыполнения необходимого условия сходимости чи-

слового ряда. 

Определение 3. Множество всех точек сходимости степенного 

ряда   


0
0

n

n
n xxa  называется областью сходимости ряда. 

Переходим к выяснению структуры области сходимости степен-
ного ряда. 

Если произвести замену zxx  0 , то степенной ряд 

  


0
0

n

n
n xxa

 
примет вид 

 




n
n

n

n
n zazazaaza 2

210
0

 

Следовательно, при изучении степенных рядов мы можем огра-

ничиться степенными рядами вида 

 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0
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Заметим, что любой степенной ряд 


0n

n
n xa  сходится в точке 

0x , действительно, если сделать подстановку 0x , получим ряд, 

сумма которого равна 0a . Таким образом, точка 0x  входит в об-

ласть сходимости любого степенного ряда 


0n

n
n xa . 

Рассмотрим довольно часто встречающиеся степенные ряды 




0n

n
n xa , для которых, начиная с некоторого номера, все 0na  и су-

ществует предел 


n

n

n a

a 1lim . Вопрос о сходимости таких рядов мо-

жет быть решен с помощью признака Даламбера, примененного к ря-

ду 

  n
n xaxaxaa 2

210 , 

составленному из модулей членов ряда 


0n

n
n xa . Имеет место сле-

дующая теорема. 

Теорема 1 (о структуре области сходимости степенного ряда). 

Пусть существует конечный или бесконечный предел 




n

n

n a

a 1lim . 

Тогда: 

а) если 0  и  , то степенной ряд 


0n

n
n xa  сходится абсо-

лютно в интервале 











1
;

1
, т.е. при 



1
x , и расходится вне этого 

интервала, т.е. при 


1
x ; 

б) если 0 , то ряд 


0n

n
n xa  сходится при любом x ; 

в) если  , то ряд 


0n

n
n xa  сходится лишь при 0x . 

Если рассмотреть ряды, для которых существует 


n
n

n
alim , то 

вопрос о сходимости таких рядов может быть решен применением к 
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ряду 


0n

n
n xa  признака Коши.  

Теорема 2 (о структуре области сходимости степенного ряда). 

Пусть существует конечный или бесконечный предел 




n
n

n
alim . 

Тогда: 

а) если 0  и  , то степенной ряд 


0n

n
n xa  сходится абсо-

лютно в интервале 











1
;

1
, т.е. при 



1
x , и расходится вне этого 

интервала, т.е. при 


1
x ; 

б) если 0 , то ряд 


0n

n
n xa  сходится при любом x ; 

в) если  , то ряд 


0n

n
n xa  сходится лишь при 0x . 

Определение 4. Число R  называется радиусом сходимости ряда 




0n

n
n xa , если при всех x , для которых Rx  , ряд сходится, а при 

всех x , для которых Rx  , ряд расходится. 

Из теорем 1 и 2 следует, что в случае, когда 0  и R , име-

ет место равенство 


1
R . Условимся считать 0R  для рядов, расхо-

дящихся при всех  Rx и,0  для рядов, сходящихся при любых х. 

Из этого определения и теорем 1 и 2 следует 

11

lim

lim

11









n

n

n

n

n

n

a

a

a

a
R


 

или 

n
n

n
a

R




lim

11


. 

Заметим, что вопрос о сходимости ряда 


0n

n
n xa  в точках Rx   

и Rx   решается дополнительными исследованиями. 
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Таким образом, для области сходимости ряда 


0n

n
n xa  возможны 

следующие случаи. 

1.Ряд сходится только при 0x . Область сходимости состоит из од-

ной точки 0x , 0R . 

2.Ряд не имеет точек расходимости. Область сходимости совпадает со 

всей числовой прямой   ; , R . 

3.Ряд имеет как отличные от нуля числа точки сходимости, так и точ-

ки расходимости. В зависимости от данного ряда область сходимости 

является одним из промежутков  RR; ,  RR; ,  RR; , RR; , где 

1

lim





n

n

n a

a
R , или 

n
n

n
a

R




lim

1
. 

Определение 5. Независимо от того, какой именно случай имеет 

место, интервал  RR;  называется интервалом сходимости ряда 




0n

n
n xa . 

Следствие 1. Область сходимости степенного ряда либо совпа-

дает с его интервалом сходимости, либо получается из этого ин-

тервала добавлением одной или обеих граничных точек. 
Если рассмотреть произвольный степенной ряд в общем случае, 

когда 
n

n

n a

a 1
lim




 и n

n
n

a


lim , быть может, и не существуют, т.е. призна-

ки Даламбера и Коши неприменимы к ряду 


0n

n
n xa , нужны дополни-

тельные исследования. 

Основную роль в определении структуры области сходимости 

степенного ряда в общем случае играет следующая теорема Абеля, 

которая приводится без доказательства. 

Лемма Абеля. 1) Если степенной ряд 


0n

n
n xa  сходится при неко-

тором значении 00  xx , то он абсолютно сходится при любом зна-

чении x , для которого 0xx  . 

2) Если степенной ряд 


0n

n
n xa  расходится при некотором значе-

нии 0xx  , то он расходится при любом значении x , для которого на 
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основании этой леммы можно доказать теорему: 

Теорема 3 (о структуре области сходимости степенного ряда). 

Если степенной ряд 


0n

n
n xa  имеет как отличные от нуля точки схо-

димости, так и точки расходимости, то существует такое число 0R , 

что ряд абсолютно сходится при всех x  из интервала  RR; , т.е. для 

которых Rx  , и расходится при всех x , для которых Rx  . 

 

Основные свойства степенных рядов 

 

1. Если R  радиус сходимости ряда 


0n

n
n xa , то этот ряд сходит-

ся равномерно на любом интервале  rr; , где 0 < r < R. 

2. Сумма степенного ряда является непрерывной функцией внут-

ри его промежутка сходимости. 

3.Если ряды 


0n

n
nxa  и 



0n

n
nxb имеют одну и ту же сумму в неко-

торой окрестности точки x = 0, то они почленно совпадают, т.е. 

nn ba   для всех n. Иными словами, разложение функции в степенной 

ряд единственно. 

4. В любом промежутке [0, r], |r| < R степенной ряд можно по-

членно интегрировать: 

1

0 0 0 1









  


 n

r

n n

nn
n r

n

a
dxxa . 

5. Степенной ряд внутри его промежутка сходимости можно по-

членно дифференцировать: 






















 0

1

0 n

n
n

n

n
n nxaxa . 

6. Из последнего свойства следует, что если степенной ряд схо-

дится к функции f(x), то эта функция имеет производные всех поряд-

ков, а коэффициенты этого ряда имеют вид 

   
      

,...
!

0
...,,

!3

0
,

!2

0
,0,0 3210

n

f
a

f
a

f
afafa

n

n 





  

Иначе говоря, любой степенной ряд является рядом Тейлора той 

функции, к которой он сходится. 
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Ряды Тейлора 

 

Итак, если функция f(x) определена в окрестности точки 0x  и 

сколько угодно раз дифференцируема в этой точке, то еѐ рядом Тей-

лора называется степенной ряд 
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называется остаточным членом (порядка n). 

Теорема 4. Для того, чтобы ряд  


0
0

0
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)(

n

n
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xx
n

xf
 сходился к 

функции )(xf  в точке x, необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лось равенство 

  0lim 


xrn
n

. 

Чтобы проверить выполнение условия   0lim 


xrn
n

 в предыду-

щей теореме, остаточный член обычно представляют в одной из двух 

удобных форм: 
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На основании теоремы 3 сформулируем теорему, которая дает 

простое достаточное условие сходимости ряда Тейлора к порождаю-

щей функции и может быть применима при разложении функции. 

Теорема 5. Если все производные функции  xf  ограничены в 

некоторой окрестности точки 0x  одним и тем же числом, то для лю-

бого x  из этой окрестности ряд Тейлора функции  xf  сходится к 

ней, т.е. имеет место разложение: 
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Ограничимся частным случаем 00 x , т.е. рядами Маклорена, ко-

торые чаще используются на практике. Имеют место следующие раз-
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Образцы решения задач 

 

Пример 2. Найти область сходимости ряда 
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Данный ряд сходится только в точке 0x . 

Пример 3. Найти область сходимости ряда 
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Таким образом, 3R , ряд сходится абсолютно в интервале 

 3;3 . Исследуем ряд на сходимость в концах интервала. При 3x  

получаем числовой ряд 

 













nn

n

32

3

32

3

32

3

32

3
3322

2

 

Воспользуемся необходимым признаком сходимости рядов с по-

ложительными членами. 
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, который по признаку 

Лейбница для знакочередующихся рядов расходится, т.к. не выполня-

ется условие 0lim 


n
n

a . 

Итак, окончательно получаем, областью сходимости будет про-

межуток  3;3 . 

Пример 4. Найти область сходимости ряда 
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Решение. К этому ряду формула 

 1

lim





n

n

n a

a
R  неприменима, так 
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Данный ряд сходится для 1
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
x

, или 52 x , т.е. 5x , следо-

вательно,  5;5x . Проверим сходимость на концах интервала. 

При 5x  получаем ряды 
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которые, очевидно, расходятся. 

Следовательно, областью сходимости будет  5;5 . 

Пример 5. Найти область сходимости ряда 


































 
 







 



3
3

2
2

1 34

13

24

12

4

11

4

1
xxxx

n

n n
n

n

 

 






 
 n

n

x
n

n

4

1
 

Решение. Находим радиус сходимости степенного ряда по фор-

муле 

4
1

4
lim

4

1

1
lim

4

1

1
lim

1
lim 














 


 n

n

n

n

n

na
R

nn

n

nnn
n

n
, 

т.е. 4R , ряд сходится в интервале  4;4 . Исследуем ряд на сходи-

мость в концах интервала. При 4x  получаем числовой ряд 
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который исследуем с помощью необходимого признака сходимости 

рядов. Имеем 0
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мится к нулю и ряд расходится. При 4x  получаем числовой ряд 
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признаку Лейбница для знакочередующихся рядов расходится, т.к. не 

выполняется условие 0lim 


n
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a . 

Итак, окончательно имеем: областью сходимости будет проме-

жуток  4;4 . 

Пример 6. Найти радиус сходимости ряда 
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Решение. К этому ряду неприменима формула для нахождения 

радиуса сходимости, так как отсутствуют нечетные степени перемен-
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при любом x, т.е. ряд сходится на всей числовой прямой. 

Замечание. Если степенной ряд имеет вид 
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n xxa , то, как 

мы отмечали, подстановкой zxx  0  он приводится к степенному 
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интервалом сходимости которого будет  RR; , т.е. Rz   или 

Rxx  0 , или RxxR o  , или RxxRx  00 . Следова-

тельно, интервалом сходимости ряда   
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n

n
n xxa  будет 

 RxRx  00 ; . 

Пример 7. Найти область сходимости степенного ряда 
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Следовательно, ряд сходится при 13 x , т.е. при 131  x , 

42  x . Исследуем ряд на сходимость в концах интервала. При 

4х  получаем числовой ряд 
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который является сходящимся как обобщенный гармонический с 

3 . При 2x  имеем 
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, который абсо-

лютно сходится, т.к. сходится ряд 
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n n
. Следовательно, областью 

сходимости является отрезок  4,2 . 

Пример 8. Найти 2arctg . 

Решение. Рассмотрим ряд 
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2
11

1

1
, 

областью сходимости которого является промежуток  1;1 . Проин-

тегрируем ряд  на отрезке  x;0 ,  1;1x , получаем 
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   


x
nn

xxxx

dxxdxxdxxdx
x

dx

0

2

0

4

0

2

00
2

1
1

, 

или 

 
 








12

1

53

1253

n

xxx
xx

nn

arctg  

Таким образом получим разложение функции в степенной ряд в 

промежутке  1;1 . Отсюда, например, при 2x  получаем 

 
 








12

21

5

2

3

2
22

1253

n

nn

arctg  

Пример 9. Вычислить число e , т.е. значение функции 
xe  при 

1x , с точностью до 0,001 (если известно, что 3е ). 

Решение. Имеем 

 
!!2!1

1
2

n

xxx
e

n
x

 

Тогда 

!!2!1
1

2

n

xxx
e

n
x   , 

причем абсолютная погрешность этого приближения равна 

 
 

1

!1






n
t

n x
n

e
xrh , где xt  . При 1x  получаем 

!

1

!2

1

!1

1
1

n
e   . 

При этом 
   !1

1
!1

1





 

n

e

n

e
h

t
n

t

, где 10  t , 

но так как 31  eet
, то 

 !1

3




n
h . 

Число n  определим из равенства 
 

001,0
!1

3


n
. Откуда 

 
310

!1

3 
n

, т.е.   3000103!1 3 n . Если взять 5n , то 

  3000720654321!15  .  

Возьмем 6n ,   300050407654321!16  . 

Следовательно, 
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






432

1

32

1

2

1
2

!6

1

!5

1

!4

1

!3

1

!2

1
11e  








720

1

120

1

24

1

6

1

2

1
2

65432

1

5432

1
.718,2  

Пример 10. Вычислить 
18cos  с четырьмя верными знаками. 

Решение. Имеем 
 
 !2

1

!6!4!2
1cos

2642

n

xxxx
x

nn


  . 

Так как угол 
18  в радианах (с точностью до 

510
) равен, 

,31416,0
180

18π






то
     

 






65432

31416,0

432

31416,0

2

31416,0
118cos

642

 
Для знакочередующихся рядов абсолютная погрешность при за-

мене суммы ряда некоторой его частичной суммой не превышает мо-

дуля первого отброшенного члена. Поэтому вычисление слагаемых 

проводим до тех пор, пока слагаемое по модулю не станет меньше 

0,0001. Непосредственной проверкой убеждаемся, что 

   
0001,0

720

31416,0

65432

31416,0
66




, значит, достаточно ограничиться 

тремя слагаемыми 

   
901709,0

432

31416,0

2

31416,0
118cos

42




 . 

Пример 11. При изучении теории вероятности важную роль иг-

рает функция   
x

x

dxexF
0

2

2

2

1


, называемая функцией Лапласа, 

или интегралом вероятностей. Вычислить интеграл непосредст-

венным интегрированием нельзя, так как 
x

x

dxe
0

2

2

 не выражается че-

рез элементарные функции. 

Заменяя в разложении  

 
!!2!1

1
2

n

xxx
e

n
x

 

x  на 
2

2x
 , получаем 
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 
 












!2

1

!32!222
1

2

21

6

6

4

42

2

2

n

xxxx
e

n

nnx

 

Это разложение, как и разложение для 
xe , имеет место на всей 

числовой оси, поэтому его можно почленно интегрировать, т.е. 

 
 












 








 x

n

nnx
x

dx
n

xxxx
dxe

0
2

21

6

6

4

42

0

2

!2

1

!32!222
1

2

  




 dxxdxxdxxdx
xxxx

0

6

6
0

4

4
0

2

0 !32

1

!22

1

2

1
 

 



















7!325!2232!2

1
6

7

4

53

0

2

24

1
xxx

xdxx
n

x
n

n

 

 

 









12!2

1
2

121

nn

x
n

nn

 

Тогда 

  

















 

7!325!22322

1
6

7

4

53 xxx
xxF

 

  









 


12!2

1
2

121

nn

x
n

nn

, 

сходящимся на всей числовой прямой оси. Вычислить значение 

функции  xF  очень просто, так как ряд быстро сходится. 

Пример 12. Вычислить интеграл 
1

0

22cos1
dx

x

x

 
с погрешностью 

0001,0h , где при 0x  значение подынтегральной функции прини-

мается равным единице. 

Решение. Из разложения для функции xcos , заменяя x  на 
22x , 

получаем 

 
 

 


!2

2
1

!6

2

!4

2

!2

4
12cos

42
1

126844
2

n

xxxx
x

nn
n

 

 
 

 


!2

2
1

!6

2

!4

2

!2

4
2cos1

42
1

126844
2

n

xxxx
x

nn
n

 

Делением обеих частей последнего равенства на x  находим 

 
 

 
 



!2

2
1

!4

2

!2

42cos1 142
1

7432

n

xxx

x

x nn
n

 

Это разложение, как и разложение для xcos , имеет место на всей 
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числовой оси, поэтому можно почленно интегрировать: 





1

0

741

0

31

0

2

!4

2

!2

42cos1
dx

x
dx

x
dx

x

x
 

 
 















 




|
12!6

2
|

8!4

2
|

4!2

4

!2

2
1

1

0

126
1

0

84
1

0

41

0

142
1 xxx

dx
n

x nn
n   

 



2520

1

135

1

12

1

2

1

16!8

2 168 x
 

Данный ряд является знакочередующимся, для которого остаток 

ряда по модулю не превосходит модуль первого члена остатка ряда. 

Таким образом, вычисления проводятся до тех пор, пока слагаемое по 

модулю не будет меньше 0,0001. 

Так как 0001,0
2520

1
 nrh , то достаточно взять 

1657,0
135

1

12

1

2

12cos11

0

2




dx
x

x
. 

Пример 13. Найти решение дифференциального уравнения 

12  xyy , удовлетворяющее начальному условию   01 y . 

Решение. Найдем приближенное решение данного уравнения. 

Для этого подставим вместо y  его разложения в ряд Тейлора в точке 

10 х . 

   
 

 
 

  





 2
0

0
0

0
0

!2!1
xx

xf
xx

xf
xfxf

  
  

n
n

xx
n

xf
0

0

!
 

Продифференцируем уравнение несколько раз подряд, рассмат-

ривая y  как функцию от х: 

yxyyy  22
, 

    yxyyxyyyxyyxyyyyy  2242222
22

, 

     yxyyyxyyyyxyyyyy IV 2224244
22

 

  yyxyxyyyy  6266
2

. 

Подставляя во все уравнения и во все производные 1x  и учи-

тывая начальное условие   01 y , последовательно найдем: 
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    11111 2  yy ,         01020111211 22  yyyy , 

              11121121141
2

yyyyyy  

20012112104  , 

              1112116161
6

yyyyyy IV  

6201200616  ,   

Следовательно, искомое решение записывается в виде ряда Тей-

лора в точке 10 х . 

   
 

 
 

 
  

  





  n
n

xx
n

xy
xx

xy
xx

xy
xyxy 0

02
0

0
0

0
0

!!2!1

 
   

....
4

1

3

1
1

43








хх

х  

Полученный многочлен в окрестности точки 1x  дает как угод-

но хорошее приближенное выражение решения. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Задача 1.  Даны степенные ряды: 

 а)
 






1n 23

1

n

x-
n

,     б) 


1 !n

n

n

x
,   в) 





1 2 12n n

n

n

x
,   г)  

 




1 2

2

n
n

n
x

,  д). 


 1 1

2

n

nn

n

x
  

Найти область его сходимости и интервал сходимости. 

Задача 2. Используя дифференцирование и интегрирование сте-

пенных рядов, найти сумму  и указать область сходимости  ряда 

  






1

12 3
n

n
xn . 

Задача 3. Используя табличные разложения, составить ряд Тей-

лора  для функции 
 








 


4

1
cos

xπ
y  по степеням x – 4. 

Задача 4. Вычислить интеграл 
10

0
2

1, -x

dx
x

xe
с точностью 0,0001. 

Задача 5. Найти первые 4 – 5 отличных от нуля членов в разложе-

нии функции у(х) в ряд Тейлора по степеням )1( x , ес-

ли ,2 4 yxy    .1 y  
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Ответы 

 

1. Область сходимости: а) 2x0  , б)  x , в) 22  x , 

г) 04  x , д) 
2

1

2

1
 x  . 2. –2 < x < 2  и 2  < x < 2. 

3.
 

   

























124

4
1

242

42
1

0
2

22
1

n

)π(x-

!n

x-π
)(

n
n

nn
n

. 4. .4992,0   

5.  у(x) =  +  1
1

2
x

!

π
 +  21

2

12
x

!

π
  +  31

3

80
x

!

π
+ … . 

 

§5. Ряды Фурье для функций с периодом  2   и  2  
 

Теоретический материал 

 

Рядом Фурье периодической функции )(xf  с периодом  2 , оп-

ределенной на сегменте   , , называется ряд 

  


1

0 sincos
2 n

nn nxbnxa
a

, 

где  

 







...),2,1,0(cos)(
1

ndxnxxfan

 

 







...).2,1(sin)(
1

ndxnxxfbn  

Если ряд Фурье сходится, то его сумма )(xS  есть периодическая 

функция с периодом 2 , т.е.    xSхS  2 . 

Теорема Дирихле. Пусть функция )(xf  на сегменте   ,  име-

ет конечное число экстремумов и является непрерывной за исключе-

нием конечного числа точек разрыва 1-го рода (т.е. удовлетворяет так 

называемым условиям Дирихле). Тогда ряд Фурье этой функции схо-

дится в каждой точке сегмента   ,  и сумма  этого ряда )(xS  вы-

числяется: 

1) )()( xfxS   во всех точках неразрывности )(xf , лежащих 

внутри сегмента   , ; 

2)       00
2

1
000  xfxfxS , где 0x  точка разрыва 1-го ро-

да функции )(xf ; 
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3)       00
2

1
  ffxS   на концах промежутка, т.е. при 

x . 

В случае, когда )(xf  – четная функция, ее ряд Фурье содержит 

только свободный член и косинусы, т.е. 




1

0 ,cos
2

)(
n

n nxa
a

xf  

где  


 0

cos
2

dxnxxfan .  

В случае, когда  )(xf  – нечетная функция, ее ряд содержит толь-

ко синусы, т.е. 




1

,sin)(
n

n dxnxbxf  

где  


 0

sin
2

nxdxxfbn .  

Часто приходится разлагать в тригонометрический ряд функции 

периода, отличного от .2  В этом случае, если )(xf  – периодическая 

функция с периодом 2 , для которой выполняются на сегменте 

 ,  условия Дирихле, то указанная функция может быть представ-

лена в виде суммы ряда Фурье: 

  













1

0 sincos
2 n

nn x
n

bx
n

a
a

xf



, 

где 

 





 
dxx

n
xfan


cos

1
, 

 





 
dxx

n
xfbn


sin

1
. 

В случае, когда )(xf  – четная функция, ее ряд Фурье содержит 

только свободный член и косинусы, т.е. 







1

0 ,cos
2

)(
n

n dx
xn

a
a

xf


 

где 





 0

cos)(
2

dx
xn

xfan . 

В случае, когда )(xf  – нечетная функция, ее ряд Фурье содержит 

только синусы, т.е. 
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  





1

 
sin

n
n

nx
bxf




, 

где  


 0

sin
2

dx
nx

xfbn


. 

При разложении в ряд Фурье целесообразно придерживаться сле-

дующей схемы. Вначале проверяем, что данная функция удовлетво-

ряет условиям Дирихле; затем вычисляем коэффициенты  na  и nb  по 

соответствующим формулам; подставляя их в ряд, получаем искомое 

разложение; наконец, основываясь на теореме Дирихле, определяем, 

при каких x  полученный ряд сходится к данной функции. Рассмот-

рим примеры разложения в ряд Фурье периодических функций. 

 

Образцы решения задач 

 

Пример 11. Разложить в ряд Фурье функцию xxf )(  периода 

2 , заданную на интервале   х . 

 

                                                         y 

 

 

 

          -4π          -3         -2       -       0               2       3    4π       x 

 

 

 

 

Решение. Эта функция удовлетворяет условиям Дирихле, следо-

вательно, может быть разложена в ряд Фурье. Так как функция нечет-

ная, найдем коэффициенты Фурье  
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Рис.4.1 
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Следовательно, ряд Фурье функции  )(xf  будет иметь вид 

 











 ...sin

1
...

4

4sin

3

3sin

2

2sin

1

sin
2 nx

n

xxxx
n

. 

 

Так как функция xxf )(  удовлетворяет условиям Дирихле, то в 

любой точке непрерывности )(xf  сумма ряда равна значению функ-

ции. В точках  n  и n  сумма ряда равна нулю. На рис.4. 2 показаны 

графики: функции )(xf  и частичных сумм ряда, содержащие 1, 2 и 3 

члена. Из рисунка видно,  как график частичных сумм ряда прибли-

жается к графику функции )(xf  при увеличении членов суммы. 

Пример 2. Разложить в ряд Фурье функцию с периодом  2 , за-

данную на интервале   ,  формулой 

 








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

.2,0,
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x
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Решение. Построим график функции (рис. 4.3).    
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Рис. 4.2 
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Функция удовлетворяет условиям Дирихле. Находим коэффици-

енты Фурье 
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Разложение в ряд Фурье )(xf  имеет вид 

  .sin
2cos1

cos
2sin1

1


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






 

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n
xf


 

Оно справедливо во всей области определения данной функции: в ин-

тервале )2,0(  сумма ряда 1)( xS , в интервалах )0,(  и ),2(  – 0)( xS . 

В точке разрыва 0x , 

       10000
2

1
 ffxS . 

В точке разрыва 2x , 

       10202
2

1
 ffxS . 

 

                                                                      y 

 

 

 

           -3π     -2π         -π                      2   π            2π         3π       x 

 

 

 
Рис. 4.3 
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Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию с периодом  4T , 

заданную на интервале )4;0(  формулой  










.42,3

,20,6
)(

xx

x
xf  

Решение. Построим график функции (рис. 4.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Эта функция удовлетворяет условиям Дирихле, следовательно, 

может быть разложена в ряд Фурье. 

Пользуясь формулами разложения в ряд Фурье на сегменте 

 , , полагая 2  и разбивая интервал интегрирования точкой 

2x  на две части, поскольку в каждой из них функция задана раз-

личными формулами, получим 
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Искомое разложение данной функции имеет вид 


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




 ...

2

5
cos

25

1

2

3
cos

9

1

2
cos

12

2

15
)(

2

xxx
xf




 



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3
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2
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2
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6 xxx 
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. 

Оно справедливо во всей области определения данной функции: в ин-

тервале )2,0(  сумма ряда 6)( xS , в интервале )4,2(  – xxS 3)(  . В точке 

разрыва 2x ,  

  6)02()02(
2

1
)(  ffxS . 

Пример 4.  Разложить в ряд Фурье функцию с периодом 2T , 

заданную на интервале )1,1(  формулой xxf )(  (рис. 4.5).  

Решение. Функция удовлетворяет условиям Дирихле. Функция 

)(xf  – четная, полагая 1 , получим 
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Рис. 4.5 
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Задачи для самостоятельной работы 

 

1. Разложить в ряд Фурье функцию с периодом 2 , заданную на 

интервале   ,  уравнением  









.0при3

,0при2
)(




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xf  

2. Разложить в ряд Фурье функцию с периодом 2 , заданную на 

интервале  ,2,0   формулой 
2

)(
x

xf  . 

3. Разложить в ряд Фурье функцию с периодом 2 , заданную на 

интервале  ,,  формулой  xy sin . 

4. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию )(xf  с перио-

дом 2 , заданную на интервале   ,  уравнением xxf )( . 

5. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 
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6. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 










.30при

,03при0
)(

xx

x
xf     f(x+6)=f(x) 

7. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 
).()10(,155при10)( xfxfxxxf   

 
Ответы 
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Расчетно-графическая работа №10 

 

1. Исследовать сходимость следующих числовых рядов. 
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2. Исследовать сходимость знакопеременных рядов. Если ряд 

сходится, то определить, сходится он абсолютно или условно. 

 

2.1. 
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3. Исследовать сходимость следующих степенных рядов. Найти 

их области сходимости.  
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4. Вычислить определенный интеграл с помощью разложения 

подынтегральной функции в степенной ряд. Обеспечить абсолютную 

погрешность 001,0h : 
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5. Найти первые три числа разложения в степенной ряд решения 

дифференциального уравнения с заданными условиями. 

 

5.1. ёxyyy 2 ;   10 y ,   10 y . 

5.2. 122  yxy , .1)0( y  

5.3. xyey y  , .0)0( y  
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5.4. xyy 2 , .1)1( y  

5.5. 
x

y
y  ,   22 y . 

5.6. 
2cos yxy  ,   10 y . 

5.7. 
2yey x  ,   00 y . 

5.8. 
22 xyy  ;   10 y ,   10 y . 

5.9. 
2xyyy  ;   10 y ,   10 y . 

5.10. 
2yyy  ,   30 y . 

5.11. xyey y  2 ,   00 y . 

5.12. 
2sin yxy  ,   10 y . 

5.13. yey x  ,   40 y . 

5.14. 
22 yxy  ,   20 y . 

5.15. 
25,0sin yxy  ,   10 y . 

5.16. xyey y  2 ,   00 y . 

5.17. 
22 yxxy    50 y . 

5.18. 
2xyyy  ;   01 y ,   11 y . 

5.19. 02  xyy ;   00 y ,   10 y . 

5.20. yey x  2
,   11 y . 

5.21. 0cossin  yxy ;   00 y ,   10 y . 

5.22. ;0 xexyy    01 y ,   10 y . 

5.23. 
23 yey x  ;   01 y ,   00 y . 

5.24. yey x  2
,   11 y . 

5.25. 
22 xxyy  ;   00 y ,   10 y . 

 

6. Разложить данную функцию  xf  в ряд Фурье в интервале 

 ; . 

6.1. 









π.x0x,

0,xπ,
y

2
 6.2.










.x8,x

,x0,

21

10
y  

6.3. 









3.13

1,02,

x,x-

x
y  6.4. 










π.x0,

,xπx,
y

0

0
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6.5.  









.x,

,xх,
y

326

20-1
 6.6.










.514,

,101,
y

xx

x
 

6.7.









.0,

0,,2

πxx

xπx
y  6.8.










.657,4

,504,

xx-

x
y  

6.9.









.84,9

,409,

x-x

x
y  6.10. 










π.21,

2,04,

xх

x
y  

6.11. 









.31,1

,107,

x-x

x
y  6.12.










.05,

0,,

πx

xπx
y  

6.13.









.0,

0,,

πxxπ

xππ
y  6.14.










.x,x

,x,
y

325

2025
 

6.15. 









.310,

,10,5

x

xx
y  6.16. 










.x-x,

,x,
y

311

107
 

6.17.









.xx,

,x,
y

1210

1002
 6.18.










.xx,

,x,
y

843

409
 

6.19.









π.x,

,xπх,
y

03

0
 6.20.










.x,

,xх,
y

310

102
 

6.21.









π.xx,π

π,x,
y

22

00
 6.22. 










π.x,

,xπx,
y

01

0
 

6.23.









.x,х-

,x,
y

538

301
 6.24.










.x-x,

,x,
y

321

200
 

6.25.









π.x,

,xπx,
y

04

0
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



154 

 

 

 
 

  

  

    

      

  

     

    

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 

 
   

   

  

     

      

  

     

     

  

   

 

   

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЗАДАЧНИК-ПРАКТИКУМ ПО МАТЕМАТИКЕ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

    

    

  

 

 

 

 

 

 

 

             

 

 
 


