Конспект лекций по теме «Интеграл»
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Понятие первообразной и неопределенного интеграла.
Свойства. Формулы интегрирования.

Первообразная
Функцию, восстанавливаемую по заданной ее производной или дифференциалу, называют первообразной.

Дифференцируемая функция  называется первообразной для функции на заданном промежутке, если для всех х из этого промежутка справедливо равенство .
Из этого определения вытекает, что всякая функция по отношению к своей производной является первообразной.


Так, функция  есть первообразная функции  на интервале , поскольку для всех  имеет место равенство .
	1. 
Найти первообразную функции .




Решение: Используя правило дифференцирования, можно догадаться, что на интервале  первообразной является . Действительно,  для всех .
2. 
Найти первообразную функции  на множестве R.





Решение: Степень  получается при дифференцировании. Так как  , то, чтобы при дифференцировании   получить перед  коэффициент 1, нужновзять с коэффициентом 1/7. Следовательно, .


Дифференцирование функции – однозначная операция, т.е. если функция имеет производную, то только одну. Это утверждение непосредственно следует из определений предела и производной: если функция имеет предел, то только один. Обратная операция – отыскание первообразной – не однозначна.

Так, функции , где С – любое постоянное действительное число, являются первообразными функции , поскольку все эти функции имеют одну и ту же производную .
Теорема. Если  является первообразной функции на некотором промежутке, то множество всех первообразных этой функции имеет вид  , где С – любое действительное число.

Доказательство: Пусть . Тогда .
Покажем теперь, что все первообразные функции  отличаются лишь постоянным слагаемым.

Пусть Ф(х) – другая первообразная функции  на рассматриваемом промежутке, т.е. . 


Тогда  при всех х из рассматриваемого промежутка. Следовательно, , что и требовалось установить.

Таким образом, любые две первообразные данной функции отличаются друг от друга на постоянное слагаемое, а выражение  исчерпывает множество всех первообразных заданной функции. Итак, задача нахождения первообразной неоднозначна. Она имеет бесконечное множество решений.
Геометрически выражение  представляет собой семейство кривых, получаемых из любой из них параллельным переносом вдоль оси Оу.

Неопределенный интеграл
Как уже было отмечено, первообразную можно находить не только по данной ее производной, но и по ее дифференциалу. В дальнейшее мы будем этим пользоваться.



Определение. Совокупность всех первообразных  функции на рассматриваемом промежутке называется неопределенным интегралом и обозначается символом   , где - подынтегральная функция,  - подынтегральное выражение, х – переменная интегрирования.
Таким образом, если  - какая-нибудь первообразная функции  на некотором промежутке, то , где С – любое действительное число.
Замечание. Наличие постоянной С делает задачу нахождения функции по ее производной не вполне определенной; отсюда происходит название «Неопределенный интеграл».

Так, пользуясь определением неопределенного интеграла, можно записать: .
Значит, чтобы найти неопределенный интеграл от заданной функции, нужно найти какую-нибудь одну из ее первообразных и прибавить к ней произвольную постоянную С.



Слово «интеграл» происходит от латинского слова integer, что означает «восстановленный». Интегрируя какую-либо функцию, например , мы как бы восстанавливаем функцию , производная которой равна .
Чтобы проверить, правильно ли найден неопределенный интеграл, необходимо продифференцировать полученную функцию, если при этом получается подынтегральное выражение, то интеграл найден верно.



Например, . Сделаем проверку: или . Следовательно, интеграл найден верно.

Основные свойства неопределенного интеграла
Из рассмотренных ранее примеров видно, что можно находить интегралы, подбирая первообразные. Однако это не всегда просто. При интегрировании помогает знание некоторых свойств интеграла, формул интегрирования, а также специальных приемов.
Рассмотрим сначала основные свойства неопределенного интеграла.

1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, т.е.


Это свойство непосредственно вытекает из определения неопределенного интеграла, поскольку , а .

Так, .
На этом свойстве основано доказательство следующих свойств.

2. Постоянный множитель подынтегрального выражения можно вынести за знак интеграла, т.е. 

,
 где m – постоянная величина, не равная нулю.
Это свойство доказывается дифференцированием обеих частей приведенного равенства. При этом учитывается свойство 1: производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции.
Действительно,

 .

Например, , где а – постоянная, не равная нулю.

3. Интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций, т.е.


Для доказательства найдем производные обеих частей равенства и покажем, что они равны между собой. Сначала найдем производную левой части:


мы воспользовались свойством 1 неопределенного интеграла.
Теперь найдем производную правой части равенства:

.
Здесь был использован тот факт, что производная алгебраической суммы функций равна алгебраической сумме этих функций, а также свойство 1 неопределенного интеграла.
Итак, производные обеих частей равенства равны между собой, что и доказывает свойство 3.
4. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, т.е. 

.


Это свойство следует из определения неопределенного интеграла. Действительно, , а . Свойство 4 означает, что знак дифференциала аннулирует знак интеграла.

Например,  и т.д.

5. Неопределенный интеграл от дифференциала (производной) некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной С, т.е. 


 или .




Действительно, . Возьмем интеграл от обеих частей равенства и получим . Но, по определению, , т.е. .

Например, и т.д.
На основании этого свойства выводятся формулы интегрирования.

Формулы интегрирования
Из определения интеграла следует, что для того, чтобы проинтегрировать функцию, нужно найти ее первообразную. Для ряда функций это легко сделать, используя соответствующие формулу интегрирования.


Например, мы знаем, что ; отсюда следует, что .
Итак, формулы интегрирования получаются обращением соответствующих формул дифференцирования. Выпишем в таблицу основные интегралы.
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Интегралы, приведенные в этой таблице, называются табличными интегралами.
Для вывода этих формул, как уже отмечалось, используется свойство 5 неопределенного интеграла, а именно дифференцирование правой части равенства. Производная правой части равенства дает подынтегральную функцию, а дифференциал – подынтегральное выражение.
Формула 1 справедлива при любом n, кроме n=-1, так как в этом случае знаменатель обращается в нуль и выражение теряет смысл. Для доказательства найдем производную правой части равенства:


Мы получили подынтегральную функцию; следовательно, формула верна.
Случаю n=-1 соответствует формула 2:




Чтобы найти , заметим, что функция  непрерывна в промежутках  и , причем в каждом из них она имеет первообразную.





В промежутке  этой первообразной, очевидно, является функция , так как , т.е.   при .






В промежутке  первообразной по отношению к  является , т.е.  при . Действительно,  существует при  и .

Итак, оба промежутка непрерывности подынтегральной функции объединяются записью .
Справедливость всех остальных табличных интегралов легко проверить, если продифференцировать их правые части.

 

Отметим, что формула 3 является частным случаем формулы 4 при . 









Вычисление интегралов способом приведения их к табличным с помощью преобразования подынтегрального выражения и применения свойств 2 и 3 неопределенного интеграла называется непосредственным интегрированием. При этом полезно запомнить, что  (формула 1 при ).
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Определенный интеграл, его свойства, геометрический смысл

Криволинейная трапеция и ее площадь



Пусть на отрезке  дана непрерывная неотрицательная функция (рис.1). Проведем вертикальные прямые до пересечения с графиком функции .
        y



              y=f(x)
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               рис.1




Определение. Криволинейной трапецией называется фигура, ограниченная графиком непрерывной неотрицательной функции, , прямыми и отрезком оси .






Как вычислить площадь криволинейной трапеции? Рассмотрим криволинейную трапецию CHKD (рис.2), у которой абсцисса точки С равна х, а абсцисса точки D равна. Пусть график функции  пересекает ось ординат в точке А. Тогда площадь криволинейной трапеции CHKD равна разности площади криволинейной трапеции OAKD и OAHC . Так как площадь криволинейной трапеции OAHC зависит от х, то ее можно обозначить символом S(x). Аналогично, площадь криволинейной трапеции OAKD есть функция от  и ее можно обозначить символом S(). Поэтому площадь криволинейной трапеции CHKD равна разности S() и S(x) и может быть обозначена символом .


Построим два прямоугольника CHED и CMKD. Площадь первого из них равна , а площадь второго равна . Поскольку площадь криволинейной трапеции CHKD не меньше площади прямоугольника CHED и не больше площади прямоугольника CMKD, можно записать неравенство.









Разделив обе части этого неравенства на  и найдем пределы всех выражений при . Но есть производная функции S(x), а в силу непрерывности функции  имеем . Следовательно, .
Итак, производная площади криволинейной трапеции равна функции, задающей верхнюю границу трапеции.

Поэтому площадь криволинейной трапеции есть одна из первообразных функции, задающей верхнюю границу трапеции, и может быть вычислена с помощью интегрирования: 
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Пусть . Площадь криволинейной трапеции, заштрихованной на рис.3, есть функция от х. Обозначим ее через S(x). Очевидно, что S(a)=0, так как при х=а заштрихованная фигура превращается в отрезок, а S(b)=S есть площадь рассматриваемой криволинейной трапеции.






Замечание. Когда говорят о непрерывности функции  на промежутке , то под этим понимают непрерывность ее в каждой точке этого промежутка, в том числе в точках a и b, т.е., что при стремлении х к а и  при стремлении х к b.










Используя равенство , где  на промежутке, выведем формулу для вычисления площади криволинейной трапеции (см.рис.3). Из этого равенства видно, что S(x) есть первообразная для  на промежутке . Пусть – другая первообразная для  на этом же промежутке. В силу основного свойства первообразной имеем .
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Последнее равенство верно при всех , так как функции S(x)  и  определены в точках a и b. Подставив вместо x число a, получим . Но , поэтому , откуда . Таким образом, .

Подставив в последнее равенство , найдем искомую площадь: 


   (1)







Напомним, что приращением аргумента х при его изменении от  до  называется разность, а приращением функции  при изменении аргумента от  до  называется разность .


Найдем приращение любой первообразной функции при изменении аргумента от  до :




Полученный результат означает, что при изменении х от  до  все первообразные для данной функции имеют одно и то же приращение, равное .
Это приращение принято называть определенным интегралом.





Определение. Если – первообразная функция для , то приращение  первообразных функций при изменении аргумента х от  до   называется определенным интегралом и обозначается символом , т.е.

,


где – нижний предел, а  – верхний предел определенного интеграла.


Символ читается так: «определенный интеграл от  до  эф от икс дэ икс».



Функция  предполагается непрерывной в промежутке изменения аргумента х от  до .


Для вычисления определенного интеграла  находят:
1) неопределенный интеграл ;
2) 


значение интеграла  при , С=0, т.е. вычисляют ;
3) 

значение интеграла  при, С=0, т.е. вычисляют ;
4) 
разность .
Процесс вычисления виден из формулы:


          (2)
Равенство (2) называется формулой Ньютона-Лейбница.


Замечания. 

1. Под  в формуле (2) понимают простейшую из первообразных функций, у     которой С=0.
2. 
Так как приращение  равно некоторому числу, то определенный интеграл есть число (в отличие от неопределенного интеграла, который, как известно, есть совокупность функций).

Все методы интегрирования, используемые при нахождении неопределенных интегралов, применяются и при вычислении определенных интегралов. Числовое значение определенного интеграла зависит от вида функции, стоящей под знаком интеграла, и от значений верхнего и нижнего пределов и не зависит от обозначения переменной.
Простейшие свойства определенного интеграла


Рассмотрим основные свойства определенного интеграла. При этом мы будем предполагать, что функция  непрерывна на отрезке .
1. При перестановке пределов интегрирования знак интеграла меняется на противоположный: 

                                                  (1).
2. Постоянный множитель можно вынести за знак определенного интеграла, т.е. 

                           ,                      (4),
 где m -  постоянная величина.
3. Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме определенных интегралов от этих функций, т.е.

                                   (7)
4. 
Если  a, b, c принадлежат интервалу, на котором функция  непрерывна, то


          (8).


Вычисление определенного интеграла


1. 







2. 


3. 



4. 



5. 



6. 



Применение определенного интеграла 
к вычислению площадей плоских фигур

Правило вычисления площадей плоских фигур

Как известно, определенный интеграл от непрерывной неотрицательной функции равен площади соответствующей криволинейной трапеции (геометрический смысл определенного интеграла):

.

С помощью определенного интеграла можно также вычислять площади плоских фигур, так как эта задача всегда сводится к вычислению площадей криволинейных трапеций.



Площадь всякой плоской фигуры в прямоугольной системе координат может быть составлена из площадей криволинейных трапеций, прилегающих к оси  или к оси .

Задачи на вычисление площадей плоских фигур удобно решать по следующему плану:
1. По условию задачи делают схематический чертеж.
2. Представляют искомую площадь как сумму или разность площадей криволинейных трапеций. Из условия задачи и чертежа определяют пределы интегрирования для каждой составляющей криволинейной трапеции.
3. 
Записывают каждую функцию в виде .
4. Вычисляют площади каждой криволинейной трапеции и площадь искомой фигуры.



1) Площади фигур, расположенных над осью 







Пусть на отрезке  функция  принимает неотрицательные значения, т.е. для любого . Тогда график функции  расположен над осью .

Если фигура, расположенная над осью , является криволинейной трапецией (см.рис.3), то ее площадь вычисляется по известной формуле


 или , 
где у находится из уравнения кривой.
Если рассматриваемая фигура не является криволинейной трапецией, то искомую площадь следует представить как сумму (рис.4) или разность (рис.5) площадей криволинейный трапеций S1 и S2 и находить по общему правилу.
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                                                          рис.5
                             



2) Площади фигур, расположенных полностью или частично над осью 






Пусть на отрезке  задана неположительная непрерывная функция , т.е.  для любого . Тогда график функции расположен под осью .


Если фигура, расположенная под осью , является криволинейной трапецией (см.рис.6), то ее площадь вычисляется по известной формуле


 или , 
где у находится из уравнения кривой.





Пусть функция  непрерывна на отрезке  и принимает на этом отрезке как положительные, так и отрицательные значения. Тогда нужно разбить отрезок  на такие части, в каждом из которых функция не изменяет знак, затем по приведенным выше формулам вычислить соответствующие этим частям площади и найденные площади сложить. Например, площадь фигуры, изображенной на рис.7, такова:





                         y

                         0            a                      b                          x





                                               y=f(x)

                                              
                         
                                           рис.6



	у





                                                                     S2

                           0       a                     c                   b                                           x
                                          
                                           S1
                                                    y=f(x)



                                             рис.7



Примеры решения на нахождение площади фигуры.
АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ПАРАБОЛЫ
Парабола — это график функции описанный формулой ax2+bx+c=0.
Чтобы построить параболу нужно следовать простому алгоритму действий:
1 ) Формула параболы y=ax2+bx+c,
если а>0 то ветви параболы направлены вверх,
а<0 то ветви параболы направлены вниз.
Свободный член c эта точке пересекается параболы с осью OY;
	
	


2 ) Вершина параболы, ее находят по формуле x=(-b)/2a, найденный x подставляем в уравнение параболы и находим y;

3) Нули функции или по другому точки пересечения параболы с осью OX они еще называются корнями уравнения. Чтобы найти корни мы уравнение приравниваем к 0 ax2+bx+c=0;
   Виды уравнений:
     a) Полное квадратное уравнение имеет вид ax2+bx+c=0 и решается по дискриминанту;
     b) Неполное квадратное уравнение вида ax2+bx=0. Чтобы его решить нужно вынести х за скобки, потом каждый множитель приравнять к 0:
        ax2+bx=0,
        х(ax+b)=0,
        х=0 и ax+b=0;
     c)Неполное квадратное уравнение вида ax2+c=0. Чтобы его решить нужно неизвестные перенести в одну сторону, а известные в другую. x =±√(c/a);
4) Найти несколько дополнительных точек для построения функции.
ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
И так теперь на примере разберем все по действиям:
Пример №1:y=x2+4x+3
c=3 значит парабола пересекает OY в точке х=0 у=3. Ветви параболы смотрят вверх так как а=1 1>0.
a=1 b=4 c=3 x=(-b)/2a=(-4)/(2*1)=-2 y= (-2)2+4*(-2)+3=4-8+3=-1 вершина находится в точке (-2;-1)
Найдем корни уравнения x2+4x+3=0
По дискриминанту находим корни
a=1 b=4 c=3
D=b2-4ac=16-12=4
x=(-b±√(D))/2a
x1=(-4+2)/2=-1
x2=(-4-2)/2=-3

Возьмем несколько произвольных точек, которые находятся рядом с вершиной 
х=-2
х -4 -3 -1 0
у 3 0 0 3
Подставляем вместо х в уравнение y=x2+4x+3 значения
y=(-4)2+4*(-4)+3=16-16+3=3
y=(-3)2+4*(-3)+3=9-12+3=0
y=(-1)2+4*(-1)+3=1-4+3=0
y=(0)2+4*(0)+3=0-0+3=3
Видно по значениям функции,что парабола симметрична относительно прямой х=-2
Пример №2: y=-x2+4x
c=0 значит парабола пересекает OY в точке х=0 у=0. Ветви параболы смотрят вниз так как а=-1 -1<0. a=-1 b=4 c=0 x=(-b)/2a=(-4)/(2*(-1))=2 y=-(2)2+4*2=-4+8=4 вершина находится в точке (2;4)
Найдем корни уравнения -x2+4x=0
Неполное квадратное уравнение вида ax2+bx=0. Чтобы его решить нужно вынести х за скобки, потом каждый множитель приравнять к 0.
х(-x+4)=0, х=0 и x=4.

Возьмем несколько произвольных точек, которые находятся рядом с вершиной х=2
х 0 1 3 4
у 0 3 3 0
Подставляем вместо х в уравнение y=-x2+4x значения
y=02+4*0=0
y=-(1)2+4*1=-1+4=3
y=-(3)2+4*3=-9+13=3
y=-(4)2+4*4=-16+16=0
Видно по значениям функции,что парабола симметрична относительно прямой х=2
Пример №3 y=x2-4
c=4 значит парабола пересекает OY в точке х=0 у=4. Ветви параболы смотрят вверх так как а=1 1>0.
a=1 b=0 c=-4 x=(-b)/2a=0/(2*(1))=0 y=(0)2-4=-4 вершина находится в точке (0;-4)
Найдем корни уравнения x2-4=0
Неполное квадратное уравнение вида ax2 +c=0. Чтобы его решить нужно неизвестные перенести в одну сторону, а известные в другую. x =±√(c/a)
x2=4
x1=2
x2=-2
Возьмем несколько произвольных точек, которые находятся рядом с вершиной х=0
х -2 -1 1 2
у 0 -3 -3 0
Подставляем вместо х в уравнение y= x2-4 значения
y=(-2)2-4=4-4=0
y=(-1)2-4=1-4=-3
y=12-4=1-4=-3
y=22-4=4-4=0
Видно по значениям функции, что парабола симметрична относительно прямой х=0
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Mpumep 1.
MocTpoum rpadpuk cyHKLMM

y=2X + 4.

OYHKUMS Y= 2X+4 NUHeliHas,
noaToMy e€ rpachkom
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rpacpuka:
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1. BHIYHCIHTE IIOMAb TIIOCKO# (GHIYPHI, OrpaHHYeHHOl JJHAASAME: J = x~ —2X + 2, X=-

1, x=2 u ocbio OX.

Pemenne: nannas ¢purypa npeacrasisieT co4oii KPHBOJIMHEHYI0 TPaNeNHIo, HOITOMY eé
mIomajahb Berauciasiercst no gpopmyae Hororona-Jleiiounna.
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IIpumep 2. BeIMHCIHTS II0IMAaAb II0CKOIH (HIYPHI, orpaHAYeHHOH rpadukoM GyHKIHE

y=x?—5x+6mu ochio OX.

Pemenne: nannas ¢urypa (puc. 3) pacnoioxkena Huxke oca OX, mo3ToMy IpHMeHHEM
dopmyay (2).

: o s 3
, S:j'(x275x+6)dx‘:— ~= v6afl|=
Y y=x"-5x+6 ] 3, 2,
3 3 2 2
[®o2) (53 52 (65 6=
3 3 2 2
3 X 19 25 38-75+36 1 1
2 = — +6|= ===
3 2 6 6| 6
Puc.3

Ortser: 1/6 xB.ex.




image182.png
IIpumep 3. BeIMHCIHTS IIOIMAAb IJI0CKOH (HTYpHI, orpaHAYeHHOH rpadukavMu GpyHKIHHA

y=x"+lm y=—x+3.

Pemenne: nannas ¢purypa (puc. 4)npeacrasisier co6oii pa3HOCTh KPHBOJIHHEHBIX
Tpanenui

AGcnuccsl ToUeK mepeceveHHs] HAXOAHM IO YepTexy: X1=-2 H Xp=1.

1 1
S = J'(, X+ 3)abc — J.(xz + l)dx . Mo:kHo 3amHcaTh 0O0J OHH HHTerpaj:
—2 —2
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